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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Современное развитие физики и техники тесно связано с исполь-
зованием электронных вычислительных машин (ЭВМ). В настоя-
щее время ЭВМ стали обычным оборудованием многих институ-
тов и конструкторских бюро. Это позволило от простейших расче-
тов и оценок различных конструкций или процессов перейти к но-
вой стадии работы—детальному математическому моделированию
(вычислительному эксперименту), которое существенно сокращает
потребность в натурных экспериментах, а в ряде случаев может их
заменить.

В основе вычислительного эксперимента лежит решение урав-
нений математической модели численными методами. Изложению
численных методов посвящено немало книг. Однако большинство
этих книг ориентировано на студентов и научных работников ма-
тематического профиля. Поэтому в настоящее время ощущается
потребность в книге, рассчитанной на широкий круг читателей раз-
личных специальностей и сочетающей достаточную полноту изло-
жения с разумной степенью строгости при умеренном объеме.

Предлагаемая книга отвечает этим требованиям. Она достаточ-
но полно освещает тот круг вопросов, знание которого наиболее
часто требуется в практике вычислений, и содержит ряд разделов,
которые редко включают в учебные пособия. Умеренный объем до-
стигнут за счет тщательного отбора материала и включения в кни-
гу только наиболее эффективных и часто используемых на прак-
тике методов. Материал изложен четко и сжато, при этом большое
внимание уделено рекомендациям по практическому применению
алгоритмов; изложение пояснено рядом примеров. Для обоснова-
ния алгоритмов использован несложный математический аппарат,
знакомый студентам физических и инженерных специальностей.

Книга рассчитана на читателя, который занимается не столько
разработкой численных методов, сколько их применением к при-
кладным проблемам. Однако в процессе работы над книгой чита-
тель знакомится с основными идеями построения вычислительных
алгоритмов и с их обоснованием и приобретает знания, достаточ-
ные для разработки новых алгоритмов.
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Эта книга является по существу введением в численные мето-
ды. Овладев ею, читатель затем может углубить свои знания, обра-
тившись к руководствам по теории разностных схем и по методам
численного решения отдельных классов задач.

Книга написана специалистом по теоретической и математиче-
ской физике. Она возникла в результате работы автора над рядом
актуальных проблем физики в Институте прикладной математики
АН СССР и преподавания на физическом факультете МГУ.

Несомненно, книга окажется полезной широкому кругу читате-
лей— студентам, аспирантам, научным сотрудникам и инженерам
математических, физических и технических специальностей.

А. А. Самарский



ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Сложные вычислительные задачи, возникающие при исследо-
вании физических и технических проблем, можно разбить на ряд
элементарных—таких как вычисление интеграла, решение диффе-
ренциального уравнения и т. п. Многие элементарные задачи явля-
ются несложными и хорошо изучены. Для этих задач уже разрабо-
таны методы численного решения, и нередко имеются стандартные
программы решения их на ЭВМ. Есть и достаточно сложные эле-
ментарные задачи; методы решения таких задач сейчас интенсив-
но разрабатываются (например, решение уравнений бесстолкнови-
тельной плазмы).

Поэтому полная программа обучения численным методам долж-
на состоять из ряда этапов. Во-первых, это освоение логарифмиче-
ской линейки, клавишных вычислительных машин и программиро-
вания на ЭВМ. Во-вторых, основы численных методов, содержащие
изложение классических элементарных задач (включая основные
сведения о разностных схемах). В-третьих, курс теории разностных
схем. И, в-четвертых,—ряд специальных курсов, которые сейчас
нередко называют методами вычислительной физики: численное
решение задач газодинамики, аэродинамики, переноса излучения,
квантовой физики, квантовой химии и т. д.

Эта книга является введением в численные методы. Она начи-
нается с простейших задач интерполирования функций и конча-
ется недавно возникшим разделом вычислительной математики—
методами решения некорректно поставленных задач. Книга напи-
сана на основе годового курса лекций, читавшихся автором сначала
инженерам-конструкторам, а после переработки—студентам физи-
ческого факультета МГУ.

Для каждой задачи существует множество методов решения.
Например, хорошо обусловленную систему линейных уравнений
можно решать методами Гаусса, Жордана, оптимального исключе-
ния, окаймления, отражений, ортогонализации и рядом других. Ин-
терполяционный многочлен записывают в формах Лагранжа, Нью-
тона, Грегори—Ньютона, Бесселя, Стирлинга, Гаусса и Лапласа—
Эверетта. Подобные методы обычно являются вариациями одного-



12 Предисловие к первому изданию

двух основных методов, и если даже в каких-то частных случаях
имеют преимущества, то незначительные. Кроме того, многие мето-
ды создавались до появления ЭВМ, и ряд из них в качестве суще-
ственного элемента включает интуицию вычислителя. Появление
ЭВМ потребовало переоценки старых методов, что до конца еще не
сделано, и до сих пор по традиции большое количество неэффек-
тивных методов кочует из учебника в учебник. Отчасти это объяс-
няется тем, что эффективность многих методов сильно зависит от
мелких деталей алгоритма, почти не поддающихся теоретическо-
му анализу; поэтому окончательный отбор лучших методов можно
сделать только на основании большого опыта практических расче-
тов.

В этой книге сделана попытка такого отбора, опирающаяся на
многолетний опыт решения большого числа разнообразных задач
математической физики. Для большинства рассмотренных в книге
задач изложены только наиболее эффективные методы с широкой
областью применимости. Несколько методов для одной и той же
задачи даны в том случае, если они имеют существенно разные
области применимости, или если для данной задачи еще не разра-
ботано достаточно удовлетворительных методов.

Часто приходится слышать, что наступила эпоха ЭВМ, а «руч-
ные» расчеты являются архаизмом. На самом деле это далеко не
так. Прежде чем поручать ЭВМ большую задачу, надо сделать мно-
го оценочных расчетов и на их основе понять, какие методы ока-
жутся эффективными для данной задачи. Конечно, даже в мелких
расчетах ЭВМ с хорошим математическим обеспечением и набором
периферийных устройств (телетайп, дисплей, графикопостроитель)
оказывает большую пользу. Однако логарифмическая линейка и
клавишные машины еще долго будут необходимы. Поэтому боль-
шинство методов, изложенных здесь, в равной мере пригодны для
ЭВМ и «ручных» расчетов.

Основное внимание в книге уделено выработке практических на-
выков у читателя. Поэтому в первую очередь изложены алгоритмы,
даны рекомендации по их применению и отмечены «маленькие хит-
рости»—те незначительные на первый взгляд практические прие-
мы, которые сильно повышают эффективность алгоритма. Теоре-
тическое обоснование методов приведено лишь в той мере, в какой
оно необходимо для лучшего усвоения и практического применения.

В книгу включен ряд сведений, не относящихся к необходимому
минимуму, но полезных читателю для лучшего понимания тонких
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деталей вычислительных процессов. Чтобы не увеличивать объем
книги и избежать сложных выкладок, эти сведения приведены, как
правило, без доказательств, но со ссылками на дополнительную ли-
тературу. Некоторые сведения даны в форме задач в конце каждой
главы.

Предполагается, что читатели знакомы с основами высшей ма-
тематики, включая краткие сведения об уравнениях в частных про-
изводных. Необходимые дополнительные сведения, которые не со-
держатся в обязательных курсах университетов и втузов, сообща-
ются здесь в соответствующих разделах.

Книга разделена на главы, параграфы и пункты. В начале
каждой главы кратко изложено ее содержание. Нумерация таб-
лиц и рисунков— единая по всей книге, а нумерация формул—
самостоятельная в каждой главе. Если ссылка не выходит за пре-
делы данной главы, то указывается только номер формулы; если
выходит—то номер главы и номер формулы. В конце книги дан
список литературы. Приведенные в нем учебники и монографии
рекомендуются для углубленного изучения отдельных разделов.
Журнальные статьи даны для указания на оригинальные работы,
их список не претендует на полноту; более полная библиография
имеется в рекомендованных учебниках.

Общий подход к теории и практике вычислений, опреде-
ливший стиль этой книги, сложился у меня под влиянием
А.А.Самарского и В.Я. Гольдина за много лет совместной работы.
Ряд актуальных тем был включен по инициативе А. Г.Свешникова
и В.Б. Гласко. Много ценных замечаний сделали А.В. Гулин,
Б.Л.Рождественский, И.М.Соболь, И.В.Фрязинов, Е.В.Шикин
и сотрудники кафедры прикладной математической физики
МИФИ. В оформлении рукописи мне помогли Л.В.Кузьмина и
В.А.Красноярова. Я пользуюсь случаем искренне поблагодарить
всех названных лиц, и в особенности Александра Андреевича Са-
марского.

Н. Н. Калиткин



ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Первое издание вышло более 30-ти лет назад. Однако оно почти
не устарело. В нем не хватает только методов решения жестких
задач. Эти методы были первоначально разработаны для обыкно-
венных дифференциальных уравнений, но затем стали применять-
ся к уравнениям в частных производных и к дифференциально-
алгебраическим уравнениям. Чтобы их включить в книгу, при-
шлось бы вносить изменения в половину глав.

Поэтому в данном издании пришлось ограничиться лишь ис-
правлением замеченных опечаток (их оказалось немного). Суще-
ственно изменен только список литературы. В нем выделены те
немногие монографии и учебники, которые наиболее популярны у
широкого круга вычислителей и рекомендуются в качестве перво-
го чтения или компьютерного практикума. Список книг для до-
полнительного чтения значительно расширен. В частности, в него
включена одна монография, специально посвященная жестким си-
стемам. В список журнальных статей добавлены наиболее суще-
ственные работы по жестким задачам, не включенные в указанную
монографию.

Автор искренне благодарен Т. Г. Ермаковой и Л.В.Кузьминой
за помощь в подготовке данного издания.

Н. Н. Калиткин



ГЛАВА I

ЧТО ТАКОЕ ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ?

Глава I является вводной. В § 1 рассмотрены роль математики при реше-
нии физико-технических задач и место численных методов среди других ма-
тематических методов и кратко изложена история численных методов. В § 2
разобраны основные понятия приближенного анализа: корректность постанов-
ки задач, определение близости точного и приближенного решений, структура
погрешности.

§ 1. Математические модели и численные методы

1. Решение задачи. Физиков математика интересует не сама
по себе, а как средство решения физических задач. Рассмотрим по-
этому, как решается любая реальная задача—например, нахожде-
ние светового потока конструируемой лампы, производительности
проектируемой химической установки или себестоимости продук-
ции строящегося завода.

Одним из способов решения является эксперимент. Построим
эту лампу, установку или завод и измерим интересующую нас ха-
рактеристику. Если характеристика оказалась неудачной, то изме-
ним проект и построим новый завод и т. д. Ясно, что мы получим
достоверный ответ на вопрос, но слишком медленным и дорогим
способом.

Другой способ—математический анализ конструкции или яв-
ления. Но такой анализ применяется не к реальным явлениям, а к
некоторым математическим моделям этих явлений. Поэтому пер-
вая стадия работы—это формулировка математической модели
(постановка задачи). Для физического процесса модель обычно со-
стоит из уравнений, описывающих процесс; в эти уравнения в виде
коэффициентов входят характеристики тел или веществ, участву-
ющих в процессе. Например, скорость ракеты при вертикальном
полете в вакууме определяется уравнением


M −

t∫

0

m(τ)dτ




(
dv

dt
+ g

)
= cm(t), (1)
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где M —начальная масса ракеты, m(t)—заданный расход горюче-
го, g—ускорение поля тяготения, а c—скорость истечения газов,
зависящая от калорийности топлива и среднего молекулярного ве-
са продуктов сгорания.

Любое изучаемое явление бесконечно сложно. Оно связано с
другими явлениями природы, возможно, не представляющими ин-
тереса для рассматриваемой задачи. Математическая модель долж-
на охватывать важнейшие для данной задачи стороны явления.
Наиболее сложная и ответственная работа при постановке задачи
заключается в выборе связей и характеристик явления, существен-
ных для данной задачи и подлежащих формализации и включению
в математическую модель.

Если математическая модель выбрана недостаточно тщательно,
то, какие бы методы мы ни применяли для расчета, все выводы
будут недостаточно надежны, а в некоторых случаях могут ока-
заться совершенно неправильными. Так, уравнение (1) непригодно
для запуска ракеты с поверхности Земли, ибо в нем не учтено со-
противление воздуха.

Вторая стадия работы—это математическое исследование.
В зависимости от сложности модели применяются различные ма-
тематические подходы. Для наиболее грубых и несложных моде-
лей зачастую удается получить аналитические решения; это излюб-
ленный путь многих физиков-теоретиков. Например, уравнение (1)
легко интегрируется при g = const и m(t) = const:

v = c ln[M/(M −mt)]− gt.

Из-за грубости модели физическая точность этого подхода невели-
ка; нередко такой подход позволяет оценить лишь порядки величин.

Для более точных и сложных моделей аналитические решения
удается получить сравнительно редко. Обычно теоретики пользу-
ются приближенными математическими методами (например, раз-
ложением по малому параметру), позволяющими получить удовле-
творительные качественные и количественные результаты. Нако-
нец, для наиболее сложных и точных моделей основными методами
решения являются численные; как правило, они требуют проведе-
ния расчетов на ЭВМ. Эти методы зачастую позволяют добиться
хорошего количественного описания явления, не говоря уже о ка-
чественном.

Во всех случаях математическая точность решения должна
быть несколько (в 2–4 раза) выше, чем ожидаемая физическая точ-
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ность модели. Более высокой математической точности добиваться
бессмысленно, ибо общую точность ответа это все равно не повы-
сит. Но более низкая математическая точность недопустима (для
облегчения решения задачи нередко в ходе работы делают допол-
нительные математические упрощения; это снижает ценность ре-
зультатов).

Наконец, третья стадия работы— это осмысливание математи-
ческого решения и сопоставление его с экспериментальными дан-
ными. Если расчеты хорошо согласуются с контрольными экспе-
риментами, то это свидетельствует о правильном выборе модели;
такую модель можно использовать для расчета процессов данно-
го типа. Если же расчет и эксперимент не согласуются, то модель
необходимо пересмотреть и уточнить.

2. Численные методы являются одним из мощных матема-
тических средств решения задачи. Простейшие численные методы
мы используем всюду, например, извлекая квадратный корень на
листке бумаги. Есть задачи, где без достаточно сложных числен-
ных методов не удалось бы получить ответа; классический при-
мер—открытие Нептуна по аномалиям движения Урана.

В современной физике таких задач много. Более того, часто
требуется выполнить огромное число действий за короткое время,
иначе ответ будет не нужен. Например, суточный прогноз пого-
ды должен быть вычислен за несколько часов; коррекцию траек-
тории ракеты надо рассчитать за несколько минут (напомним, что
для расчета орбиты Нептуна Леверье потребовалось полгода); ре-
жим работы прокатного стана должен исправляться за секунды.
Это немыслимо без мощных ЭВМ, выполняющих тысячи или даже
миллионы операций в секунду.

Современные численные методы и мощные ЭВМ дали возмож-
ность решать такие задачи, о которых полвека назад могли только
мечтать. Но применять численные методы далеко не просто. Циф-
ровые ЭВМ умеют выполнять только арифметические действия
и логические операции. Поэтому помимо разработки математиче-
ской модели, требуется еще разработка алгоритма, сводящего все
вычисления к последовательности арифметических и логических
действий. Выбирать модель и алгоритм надо с учетом скорости и
объема памяти ЭВМ: чересчур сложная модель может оказаться
машине не под силу, а слишком простая—не даст физической точ-
ности.

Сам алгоритм и программа для ЭВМ должны быть тщательно
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проверены. Даже проверка программы нелегка, о чем свидетель-
ствует популярное утверждение: «В любой сколь угодно малой про-
грамме есть по меньшей мере одна ошибка». Проверка алгоритма
еще более трудна, ибо для сложных алгоритмов не часто удается
доказать сходимость классическими методами. Приходится исполь-
зовать более или менее надежные «экспериментальные» проверки,
проводя пробные расчеты на ЭВМ и анализируя их (смотри, на-
пример, главу IX, § 4, п. 3).

Строгое математическое обоснование алгоритма редко бывает
исчерпывающим исследованием. Например, большинство доказа-
тельств сходимости итерационных процессов справедливо только
при точном выполнении всех вычислений; практически же чис-
ло сохраняемых десятичных знаков редко превосходит 5–6 при
«ручных» вычислениях и 10–12 при вычислениях на ЭВМ. Плохо
поддаются теоретическому исследованию «маленькие хитрости» —
незначительные на первый взгляд детали алгоритма, сильно влия-
ющие на его эффективность. Поэтому окончательную оценку мето-
да можно дать только после опробования его в практических рас-
четах.

К чему приводит пренебрежение этими правилами—видно из
принципа некомпетентности Питера: «ЭВМ многократно увеличи-
вает некомпетентность вычислителя».

Для сложных задач разработка численных методов и составле-
ние программ для ЭВМ очень трудоемки и занимают от нескольких
недель до нескольких лет. Стоимость комплекса отлаженных про-
грамм нередко сравнима со стоимостью экспериментальной физи-
ческой установки. Зато проведение отдельного расчета по такому
комплексу много быстрей и дешевле, чем проведение отдельного
эксперимента. Такие комплексы позволяют подбирать оптималь-
ные параметры исследуемых конструкций, что не под силу экспе-
рименту.

Однако численные методы не всесильны. Они не отменяют все
остальные математические методы. Начиная исследовать пробле-
му, целесообразно использовать простейшие модели, аналитические
методы и прикидки. И только разобравшись в основных чертах яв-
ления, надо переходить к полной модели и сложным численным
методам; даже в этом случае численные методы выгодно приме-
нять в комбинации с точными и приближенными аналитическими
методами.

Современный физик или инженер-конструктор для успешной
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работы должен одинаково хорошо владеть и «классическими» ме-
тодами, и численными методами математики.

3. История прикладной математики. Раздел математики,
имеющий дело с созданием и обоснованием численных алгорит-
мов для решения сложных задач различных областей науки, часто
называют прикладной математикой; американцы применение чис-
ленных методов к физическим задачам называют вычислительной
физикой. Главная задача прикладной математики—фактическое
нахождение решения с требуемой точностью; этим она отличается
от классической математики, которая основное внимание уделяет
исследованию условий существования и свойств решения.

В истории прикладной математики можно выделить три основ-
ных периода.

Первый начался 3–4 тысячи лет назад. Он был связан с ведени-
ем конторских книг, вычислением площадей и объемов, расчетами
простейших механизмов; иными словами—с несложными задачами
арифметики, алгебры и геометрии. Вычислительными средствами
служили сначала собственные пальцы, а затем—счеты. Исходные
данные содержали мало цифр, и большинство выкладок выполня-
лось точно, без округлений.

Второй период начался с Ньютона. В этот период решались за-
дачи астрономии, геодезии и расчета механических конструкций,
сводящиеся либо к обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям, либо к алгебраическим системам с большим числом неизвест-
ных. Вычисления выполнялись с округлением; нередко от резуль-
тата требовалась высокая точность, так что приходилось сохранять
до 8 значащих цифр.

Вычислительные средства стали разнообразнее: таблицы эле-
ментарных функций, затем—арифмометр и логарифмическая ли-
нейка; к концу этого периода появились неплохие клавишные ма-
шины с электромотором. Но скорость всех этих средств была неве-
лика, и вычисления занимали дни, недели и даже месяцы.

Третий период начался примерно с 1940 г. Военные задачи—
например, наводка зенитных орудий на быстро движущийся са-
молет—требовали недоступных человеку скоростей и привели к
разработке электронных систем. Появились электронные вычисли-
тельные машины (ЭВМ).

Скорость даже простейших ЭВМ настолько превосходила ско-
рость механических средств, что стало возможным проводить вы-
числения огромного объема. Это позволило численно решать новые
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классы задач; например, процессы в сплошных средах, описываю-
щиеся уравнениями в частных производных.

Сначала для решения этих задач использовались численные ме-
тоды, разработанные в «доэлектронный» период. Но применение
ЭВМ быстро привело к переоценке методов. Многие старые методы
оказались неподходящими для автоматизированных расчетов. Ста-
ли быстро разрабатываться новые методы, ориентированные прямо
на ЭВМ (например, метод Монте-Карло).

Мощности ЭВМ быстро растут. Если в 50-е гг. в СССР вступила
в строй первая «Стрела» со скоростью 2000 операций в секунду и
памятью 1024 ячейки, то сейчас во многих вычислительных цен-
трах страны работают БЭСМ-6 со скоростью в 300 раз больше и
памятью в 30 раз больше. А наилучшие современные ЭВМ име-
ют скорость до 30 миллионов операций в секунду при практически
неограниченной оперативной памяти с прямой адресацией. Стано-
вятся возможными расчеты все более сложных задач. Это служит
стимулом для разработки новых численных методов.

§ 2. Приближенный анализ

1. Понятие близости. Если требуется определить некоторую
величину y по известной величине x, то символически задачу мож-
но записать в виде y = A(x). Здесь и y, и x могут быть числами,
совокупностью чисел, функцией одного или нескольких перемен-
ных, набором функций и т. д. Если оператор A настолько сложен,
что решение не удается явно выписать или точно вычислить, то
задачу решают приближенно.

Например, пусть надо вычислить y =
b∫

a

x(t)dt. Можно прибли-

женно заменить x(t) многочленом x̄(t) или другой функцией, ин-
теграл от которой легко вычислить. А можно заменить интеграл
суммой

∑
t

x(ti)∆ti, вычислить которую тоже несложно. Таким об-

разом, приближенный метод заключается в замене исходных дан-
ных на близкие данные x̄ и (или) замене оператора на близкий
оператор Ā, так чтобы значение ȳ = Ā(x̄) легко вычислялось. При
этом мы ожидаем, что значение ȳ будет близко к искомому реше-
нию.

Но что такое «близко»? Очевидно, для двух чисел x1 и x2 на-
до требовать малости |x1 − x2|; а близость двух функций можно
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определить разными способами. Эти вопросы рассматриваются в
функциональном анализе, некоторые понятия которого будут сей-
час изложены.

Множество элементов x любой природы называется метриче-
ским пространством, если в нем введено расстояние ρ(x1, x2) меж-
ду любой парой элементов (метрика), удовлетворяющее следую-
щим аксиомам:

а) ρ(x1, x2) —вещественное неотрицательное число,
б) ρ(x1, x2) = 0, только если x1 = x2, (2)
в) ρ(x1, x2) = ρ(x2, x1),
г) ρ(x1, x3) 6 ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3).

Последовательность элементов xn метрического пространства на-
зывается сходящейся (по метрике) к элементу x, если ρ(xn, x) → 0
при n →∞. Последовательность xn называется фундаментальной,
если для любого ε > 0 найдется такое k(ε), что ρ(xn, xm) < ε при
всех n и m > k.

Метрическое пространство называют полным, если любая фун-
даментальная последовательность его элементов сходится к эле-
менту того же пространства. Примером неполного пространства
является множество рациональных чисел x = (n/m) с метрикой
ρ(x1, x2) = |x1 − x2|. Последовательность xk = (1 + 1/k)k ему при-
надлежит, является фундаментальной, а сходится к иррациональ-
ному числу e, т. е. не к элементу данного пространства. Если пере-
менные y, x принадлежат неполным пространствам, то обосновать
сходимость численных методов очень трудно: даже если удается до-
казать, что при xn → x последовательность yn фундаментальная,
то отсюда еще не следует, что она сходится к элементу данного
пространства, т. е. к решению допустимого класса.

Элементами наших множеств будут числа, векторы, матрицы,
функции и т. п. Сами множества обычно являются линейными нор-
мированными пространствами, ибо в них определены операции сло-
жения элементов и умножения их на число и введена норма каж-
дого элемента ‖x‖, причем выполнены следующие аксиомы:

x1 + x2 = x2 + x1, (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3);

существует единственный элемент θ такой,
что x + θ = x для любого x (будем исполь-
зовать для θ обозначение 0); для всякого x
существует единственный элемент—x такой,
что x + (−x) = θ;
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a(x1 + x2) = ax1 + ax2; (a + b)x = ax + bx; (3)

a(bx) = (ab)x; 1 · x = x; 0 · x = θ единствен;
‖x‖> 0—вещественное число; ‖ax‖= |a| ·‖x‖;
‖x‖=0 только при x=0; ‖x1+x2‖6‖x1‖+‖x2‖.

Линейное нормированное пространство есть частный случай
метрического пространства, а норма определяется метрикой. Пол-
ное линейное нормированное пространство называется банаховым.
Практически всегда величины, с которыми мы будем оперировать,
являются элементами банаховых пространств; это важно при дока-
зательстве сходимости численных методов.

Рассмотрим некоторые примеры банаховых пространств, с ко-
торыми нам часто придётся встречаться. Выполнимость аксиом (3)
и полноту читатели легко проверят сами.

а) Множество всех действительных чисел с нормой ‖x‖ = |x|.
б) Пространство C —множество функций x(t), определенных

и непрерывных при 0 6 t 6 1, с чебышёвской нормой ‖x‖c =
max |x(t)|. Сходимость в этом пространстве называется равномер-
ной. Условие 0 6 t 6 1 здесь и в следующем примере принято
для удобства; оно не является существенным, и можно определять
функции на любом конечном отрезке.

Класс непрерывных функций часто еще сужают, накладывая на
функции дополнительные требования: липшиц-непрерывности, од-
нократной или многократной дифференцируемости и т. д. Напом-
ним некоторые определения.

Функция x(t) называется равномерно-непрерывной на отрез-
ке, если для сколь угодно малого ω > 0 найдется такое δ, что
|x(t1) − x(t2)| 6 ω для любой пары точек отрезка, удовлетворя-
ющих условию |t1− t2| 6 δ. Таким образом, устанавливается функ-
циональная связь между ω и δ. Величина ω(δ) называется моду-
лем непрерывности функции. Функция, непрерывная во всех точ-
ках замкнутого отрезка a 6 t 6 b, является на этом отрезке огра-
ниченной и равномерно-непрерывной (теорема Кантора); следова-
тельно, пространство C —множество ограниченных и равномерно-
непрерывных функций. Если ω(δ) 6 Kδ, где K —некоторая кон-
станта, то функцию называют липшиц-непрерывной. Нетрудно ви-
деть, что если функция имеет ограниченную производную, то она
липшиц-непрерывна, причем K = sup|x′(t)|.
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в) Пространство Lp —множество функций x(t), определенных
при 0 6 t 6 1 и интегрируемых по модулю с p-й степенью, если
норма определена

‖x‖Lp =




1∫

0

|x(t)|pdt




1/p

.

Сходимость в такой норме называют сходимостью в среднем.
Пространство L2 называют гильбертовым, а сходимость в нем—
среднеквадратичной.

Разницу между равномерной близостью и близостью в среднем
иллюстрирует рис. 1. Функция x2 равномерно близка к функции
x1, а функция x3 близка в среднем, т. е. мало отличается от x1

на большей части отрезка, но может сильно отличаться от нее на
небольших участках.

Рис. 1

Выбирая метрические простран-
ства, т. е. выбирая множества X, Y
и определяя в них метрики, мы тем
самым уславливаемся, в каких клас-
сах функций можно брать началь-
ные данные и искать решение. Поэто-
му в конкретной задаче выбор про-
странств должен в первую очередь
определяться физическим смыслом за-
дачи, и лишь во вторую—чисто мате-
матическими соображениями (такими,
например, как возможность доказать сходимость). Например, при
расчете прочности самолета нужна равномерная близость прибли-
женного решения к точному, а близости в среднем недостаточно:
перенапряжение в маленьком участке может разрушить конструк-
цию. А в задаче о нагреве тела потоком тепла даже норма L1 удо-
влетворительна, ибо температура тела определяется интегралом от
потока по времени.

Нетрудно показать, что между разными нормами (если они су-
ществуют) выполняются определенные соотношения. Если функ-
ции x(t) определены при 0 6 t 6 1, тогда

‖x(t)‖L1 6 ‖x(t)‖L2 6 . . . 6 ‖x(t)‖C . (4)



24 Что такое численные методы? [Гл. I

В самом деле, например:

‖x(t)‖p
Lp

=

1∫

0

|x(t)pdt 6
1∫

0

max |x(t)|pdt = max |x(t)|p = ‖x(t)‖p
C .

Следовательно, из равномерной сходимости вытекает сходи-
мость в среднем, в частности— среднеквадратичная. Поэтому че-
бышёвскую норму называют более сильной, чем гильбертову.

г) Координатные бесконечно мерные пространства, элементами
которых являются счетные множества чисел x = {x1, x2, . . . }. По
аналогии с пространствами функций, в них обычно вводят норму
‖x‖c = sup|xi| или

‖x‖lp = lim
n→∞

(
1
n

n∑

i=1

|xi|p
)1/p

,

а само пространство называют соответственно c или lp.

д) Конечномерные пространства c(n), l
(n)
p , элементами которых

являются группы из n чисел x = {x1, x2, . . . , xn}; их можно счи-
тать координатами векторов в n-мерном пространстве, l

(n)
2 называ-

ют евклидовым. Нормы векторов вводят по аналогии со случаем
(г), например,

‖x‖p =

(
1
n

n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Для конечномерных векторов между разными нормами существу-
ют соотношения

‖x‖1 6 ‖x‖2 6 ‖x‖c 6
√

n‖x‖2 6 n‖x‖1, (5)

которые легко проверить. Поэтому из сходимости в одной из этих
норм следует сходимость во всех остальных нормах. Нормы, обла-
дающие таким свойством, называют эквивалентными.

Отметим, что если последовательность векторов xm не сходится,
но xm/‖xm‖ сходится, то говорят о сходимости векторов по направ-
лению.
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е) В пространстве квадратных матриц порядка n наиболее упо-
требительны следующие нормы:

‖A‖c = max
i




n∑

j=1

|aij |

, ‖A‖1 = max

j

(
n∑

i=1

|aij |
)

,

‖A‖M = n ·max
i,j

|aij |, ‖A‖E =




n∑

i,j=1

|aij |2



1/2

,

‖A‖2 =
√

maxµi,

(6)

где µi —собственные значения эрмитовой матрицы AHA (здесь
AH —матрица, эрмитово сопряженная по отношению к A). Пер-
вые две нормы не имеют специальных названий, третья называется
максимальной, четвертая— сферической или евклидовой и пятая—
спектральной. Между ними выполняются некоторые соотношения,
аналогичные (5).

Интересна связь между нормами матриц и векторов, на которые
матрицы действуют. Норма матрицы называется согласованной с
нормой вектора, если ‖Ax‖ 6 ‖A‖·‖x‖. Наименьшая из норм матри-
цы, согласованных с данной нормой вектора: ‖A‖ = sup(‖Ax‖/‖x‖),
называется нормой матрицы, подчиненной данной норме вектора.

Приведем пример подчиненной нормы. Из цепочки неравенств

‖Ax‖c = max
i

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣
6 max

i

[(
max

j
|xj |

) n∑

k=1

= |aik|
]

=

= ‖x‖c ·max
i

(
n∑

k=1

|aik|
)

= ‖A‖c · ‖x‖c (7)

следует, что ‖A‖c согласована с ‖x‖c. Кроме того, для любой матрицы A су-
ществует такой вектор x, что неравенство (7) обращается в равенство. Для его
нахождения положим xj = ±1; знаки выберем так, чтобы они совпадали со

знаками элементов aij той строки матрицы i, в которой
n∑

j=1
|aij | максимальна.

Тогда именно сумма по этой строке будет максимальна в левой части (7), и
неравенство превратится в равенство. Это означает, что ‖A‖c есть наименьшая
из норм, согласованных с ‖x‖c: если мы возьмем еще меньшую ‖A‖, то при
этом векторе x для нее знак неравенства (7) будет обратным, т. е. она не будет
согласованной. Следовательно, ‖A‖c подчинена ‖x‖c.

Без доказательства укажем, что ‖A‖c подчинена ‖x‖1, и спек-
тральная норма подчинена ‖x‖2. Сферическая норма согласована с
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‖x‖2, а максимальная норма согласована со всеми рассмотренными
выше векторными нормами.

2. Структура погрешности. Есть четыре источника погреш-
ности результата: математическая модель, исходные данные, при-
ближенный метод и округления при вычислениях. Погрешность ма-
тематической модели связана с физическими допущениями и здесь
рассматриваться не будет.

Исходные данные зачастую неточны; например, это могут быть
экспериментально измеренные величины. В прецизионных физиче-
ских измерениях точность доходит до 10−12, но уже характерная
астрономическая и геодезическая точность равна 10−6, а во многих
физических и технических задачах погрешность измерения бывает
1–10%. Погрешность исходных данных δx приводит к так называ-
емой неустранимой (она не зависит от математика) погрешности
решения δy = A(x+δx)−A(x). В следующем пункте будут рассмот-
рены случаи, когда неустранимая погрешность может становиться
недопустимо большой.

Погрешность метода связана с тем, что точные оператор
и исходные данные заменяются приближенными. Например, за-
меняют интеграл суммой, производную—разностью, функцию—
многочленом или строят бесконечный итерационный процесс и об-
рывают его после конечного числа итераций. Методы строятся
обычно так, что в них входит некоторый параметр; при стремлении
параметра к определенному пределу погрешность метода стремит-
ся к нулю, так что эту погрешность можно регулировать. Погреш-
ность метода мы будем исследовать при рассмотрении конкретных
методов.

Погрешность метода целесообразно выбирать так, чтобы она
была в 2–5 раз меньше неустранимой погрешности. Бо́льшая по-
грешность метода снижает точность ответа, а заметно меньшая—
невыгодна, ибо это обычно требует значительного увеличения объ-
ема вычислений.

Вычисления как на бумаге, так и на ЭВМ выполняют с опреде-
ленным числом значащих цифр. Это вносит в ответ погрешность
округления, которая накапливается в ходе вычислений.

Рассмотрим накопление погрешности при простейших вычисле-
ниях. Пусть исходные данные xi известны с относительной погреш-
ностью ∆i > 0, т. е. заключены между xi(1 − ∆i) и xi(1 + ∆i); их
абсолютные погрешности равны ∆i|xi|. Тогда при сложении или
вычитании двух чисел результат равен x1 ± x2 с абсолютной по-
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грешностью не более ∆1|x1| + ∆2|x2|, т. е. при этих операциях аб-
солютные погрешности складываются. При умножении (делении)
результат равен x1x2(x1/x2) с относительной погрешностью не бо-
лее ∆1 + ∆2, т. е. складываются относительные погрешности. На
современных ЭВМ числа записываются с 10–12 десятичными зна-
ками, поэтому в расчете на них погрешность единичного округле-
ния ∆ = 10−10 ÷ 10−12 обычно пренебрежимо мала по сравнению с
погрешностью метода и неустранимой погрешностью.

При решении больших задач выполняются миллиарды дей-
ствий. Казалось бы, начальные ошибки возрастут в 109 раз и по-
грешность ответа будет огромной. Однако при отдельных действи-
ях фактические погрешности чисел могут иметь разные знаки и
компенсировать друг друга. Согласно статистике при N одина-
ковых действиях среднее значение суммарной ошибки превышает
единичную примерно в

√
N раз, а вероятность заметного уклонения

суммарной ошибки от среднего значения очень мала. Значит, если
нет систематических причин, то случайное накопление ошибок не
слишком существенно.

Систематические причины возникают, например, если алгоритм
таков, что в нем есть вычитание близких по величине чисел: хотя
абсолютная ошибка при этом невелика, относительная ошибка ∆ =
(∆1|x1| + ∆2|x2|)/(x1 − x2) может стать большой. Например, при
нахождении корней квадратного уравнения по обычной формуле

x2 + px− q = 0, x1,2 = −0, 5p±
√

0, 25p2 + q

в случае, когда 0 < q ¿ p, относительная ошибка округления для
положительного корня x1 велика. Это надо заранее предусмотреть
и преобразовать формулу так, чтобы избавиться от подобных вы-
читаний:

x1 = q/(0, 5p +
√

0, 25p2 + q).

Этот пример очень прост. Существуют гораздо более сложные
алгоритмы, где ошибки округления очень опасны: например, на-
хождение корней многочлена очень высокой степени (глава V, § 2,
п. 8) или итерационное решение разностных схем для эллиптиче-
ских уравнений при помощи чебышёвского набора параметров (гла-
ва XII, § 1). В этих случаях только после серьезного исследования
удалось так видоизменить алгоритм, чтобы довести ошибки округ-
ления до безопасного уровня.
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Отметим, что в большинстве подобных задач неприятностей
можно избежать, проводя расчет с двойной или тройной точно-
стью. Такая возможность реализована в хороших математических
обеспечениях ЭВМ; это в несколько раз увеличивает время расче-
та, зато позволяет пользоваться уже известными алгоритмами, а
не разрабатывать новые.

При любых расчетах справедливо правило: надо удерживать
столько значащих цифр, чтобы погрешность округления была су-
щественно меньше всех остальных погрешностей.

3. Корректность. Задача y = A(x) называется корректно по-
ставленной, если для любых входных данных x из некоторого клас-
са решение y существует, единственно и устойчиво по входным дан-
ным. Рассмотрим это определение подробнее.

Чтобы численно решать задачу y = A(x), надо быть уверен-
ным в том, что искомое решение существует. Естественно также
требовать единственности решения точной задачи: численный ал-
горитм—однозначная последовательность действий, и она может
привести к одному решению. Но этого мало.

Нас интересует решение y, соответствующее исходным данным
x. Но реально мы имеем входные данные с погрешностью x + δx
и находим y + δy = A(x + δx). Следовательно, неустранимая по-
грешность решения равна δy = A(x + δx) − A(x). Если решение
непрерывно зависит от входных данных, т. е. всегда ‖δy‖ → 0 при
‖δx‖ → 0, то задача называется устойчивой по входным данным; в
противном случае задача неустойчива по входным данным.

Рассмотрим классический пример неустойчивости— задачу Ко-
ши для эллиптического уравнения в полуплоскости y > 0:

uxx + uyy = 0, u(x, 0) = 0, uy(x, 0) = ϕ(x). (8)

Входными данными является ϕ(x). Если ϕ̄(x) = 0, то задача
имеет только тривиальное решение ū(x, y) = 0. Если же ϕn(x) =
1
n cosnx, то решением будет

un(x, y) =
1
n2

cos nx · sh ny.

Очевидно, ϕn(x) равномерно сходятся к ϕ̄(x) при n → ∞; но
при этом если y 6= 0, то un(x, y) не ограничено и никак не может
сходиться к ū(x, y). Этот пример связан с физической задачей о
тяжелой жидкости, налитой поверх легкой; при этом действительно
возникает так называемая релей-тейлоровская неустойчивость.
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Отсутствие устойчивости обычно означает, что даже сравни-
тельно небольшой погрешности δx соответствует весьма большое
δy, т. е. получаемое в расчете решение будет далеко от искомого.
Непосредственно к такой задаче численные методы применять бес-
смысленно, ибо погрешности, неизбежно появляющиеся при чис-
ленном расчете, будут катастрофически нарастать в ходе вычисле-
ний.

Правда, сейчас развиты методы решения многих некорректных
задач. Но они основаны на решении не исходной задачи, а близкой к
ней вспомогательной корректно поставленной задачи, содержащей
параметр α; при α → 0 решение вспомогательной задачи должно
стремиться к решению исходной задачи. Примеры таких методов
(называемых регуляризацией) даны в следующих двух главах, а их
строгое обоснование приведено в главе XIV, § 2.

На практике даже не всякую устойчивую задачу легко решить.
Пусть ‖δy‖ 6 C‖δx‖, причем константа C очень велика. Задача
формально устойчива, но фактическая неустранимая ошибка мо-
жет быть большой. Этот случай называют слабой устойчивостью
(или плохой обусловленностью). Примером является такая задача:

y′′(x) = y(x), (9а)

y(0) = 1, y′(0) = −1. (9б)

Общее решение дифференциального уравнения (9а) есть:

y(x) = 0, 5[y(0) + y′(0)]ex + 0, 5[y(0)− y′(0)]e−x.

Начальным условиям (9б) соответствует точное решение y(x) =
e−x; но небольшая погрешность начальных данных может приве-
сти к тому, что в решении добавится член вида εex, который при
больших аргументах много больше искомого решения.

Очевидно, для хорошей практической устойчивости расчета
константа C должна быть не слишком велика. Так, если началь-
ные данные известны точно, т. е. могут быть заданы с точностью
до ошибок округления ∆ ∼ 10−12, то необходимо, чтобы C ¿ 1012.
Если же начальные данные найдены из эксперимента с точностью
δx ∼ 0, 001, а требуемая точность решения δy ∼ 0, 1, то допустимо
C 6 100.

Даже если задача устойчива, то численный алгоритм может
быть неустойчивым. Например, если производные заменяются раз-
ностями, то приходится вычитать близкие числа и сильно теряется
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точность. Эти неточные промежуточные результаты используются
в дальнейших вычислениях, и ошибки могут сильно нарастать.

По аналогии можно говорить о корректности алгоритма ȳ =
Ā(x̄), подразумевая существование и единственность приближен-
ного решения для любых входных данных x̄ некоторого класса, и
устойчивость относительно всех ошибок в исходных данных и про-
межуточных выкладках. Однако в общем случае этим определени-
ем трудно пользоваться; только в теории разностных схем (глава
IX) оно применяется успешно.

ЗАДАЧИ

1. Доказать выполнимость всех соотношений (4). Рассмотреть, как меня-
ется форма записи этих соотношений при задании функции на произвольном
конечном отрезке a 6 t 6 b.

2. Доказать утверждения о согласованности и подчиненности норм матриц,
приведенные в конце п. 1 § 2.



ГЛАВА II

АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ

В главе II рассмотрены способы построения приближенных формул для за-
данной функции. В § 1 изложен способ интерполяции; он несложен и обеспечи-
вает хорошую точность на небольших отрезках. В § 2 рассмотрена среднеквад-
ратичная аппроксимация, частным случаем которой является метод наимень-
ших квадратов; она позволяет строить приближенные формулы, пригодные на
больших отрезках. В § 3 кратко изложены основные сведения о равномерной
аппроксимации.

§ 1. Интерполирование

1. Приближенные формулы. Если задана функция y(x), то
это означает, что любому допустимому значению x сопоставлено
значение y. Но нередко оказывается, что нахождение этого значе-
ния очень трудоемко. Например, y(x) может быть определено как
решение сложной задачи, в которой x играет роль параметра, или
y(x) измеряется в дорогостоящем эксперименте. При этом можно
вычислить небольшую таблицу значений функции, но прямое на-
хождение функции при большом числе значений аргумента будет
практически невозможно.

Функция y(x) может участвовать в каких-либо физико-
технических или чисто математических расчетах, где ее приходится
многократно вычислять. В этом случае выгодно заменить функцию
y(x) приближенной формулой, т. е. подобрать некоторую функцию
ϕ(x), которая близка в некотором смысле к y(x) и просто вычис-
ляется. Затем при всех значениях аргумента полагают y(x) ≈ ϕ(x).
Близость получают введением в аппроксимирующую функцию сво-
бодных параметров a = {a1, a2, . . . , an} и соответствующим их вы-
бором.

Подбор удачного вида функциональной зависимости ϕ(x;a)—
искусство; некоторые советы по этому поводу будут даны в § 1, п. 8.
А определение наилучших (в требуемом смысле) параметров фор-
мулы делается стандартными методами, которые и будут рассмот-
рены в этой главе.
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2. Линейная интерполяция. Пусть функция y(x) известна
только в узлах некоторой сетки xi, т. е. задана таблицей. Если по-
требовать, чтобы ϕ(x;a) совпадала с табличными значениями в n
выбранных узлах сетки, то получим систему

ϕ(xi; a1, a2, . . . , an) = y(xi) ≡ yi, 1 6 i 6 n, (1)

из которой можно определить параметры ak. Этот способ подбора
параметров называется интерполяцией (точнее, лагранжевой ин-
терполяцией). По числу используемых узлов сетки будем называть
интерполяцию одноточечной, двухточечной и т. д.

Если ϕ(x;a) нелинейно зависит от параметров, то интерполя-
цию назовем нелинейной; в этом случае нахождение параметров из
системы (1) может быть трудной задачей. Сейчас мы рассмотрим
линейную интерполяцию, когда ϕ(x;a) линейно зависит от пара-
метров, т. е. представима в виде так называемого обобщенного мно-
гочлена

ϕ(x; a1, a2, . . . , an) =
n∑

k=1

akϕk(x). (2)

Очевидно, функции ϕk(x) можно считать линейно-независимыми,
иначе число членов в сумме и параметров можно было бы умень-
шить. На систему функций ϕk(x) надо наложить еще одно ограни-
чение. Подставляя (2) в (1), получим для определения параметров
ak следующую систему линейных уравнений:

n∑

k=1

akϕk(xi) = yi, 1 6 i 6 n. (3)

Чтобы задача интерполяции всегда имела единственное решение,
надо, чтобы при любом расположении узлов (лишь бы среди них
не было совпадающих) определитель системы (3) был бы отличен
от нуля:

∆ ≡ Det{ϕk(xi)} =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕn(x1)
ϕ1(x2) ϕ2(x2) . . . ϕn(x2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ1(xn) ϕ2(xn) . . . ϕn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 при xi 6= xj .

(4)
Система функций, удовлетворяющих требованию (4), называется
чебышёвской. Таким образом, при линейной интерполяции надо
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строить обобщенный многочлен по какой-нибудь чебышёвской си-
стеме функций.

Для линейной интерполяции наиболее удобны обычные много-
члены, ибо они легко вычисляются и на клавишной машине и на
ЭВМ. Другие системы функций сейчас почти не употребляются,
хотя в теории подробно рассматривают интерполяцию тригономет-
рическими многочленами и экспонентами. Поэтому мы не приводим
выражения обобщённого многочлена (2) через табулированные зна-
чения функции yi; вывести это выражение несложно.

3. Интерполяционный многочлен Ньютона. Рассмотрим
систему ϕk(x) = xk, 0 6 k 6 n; для удобства узлы интерполяции
также перенумеруем с нулевого по n-й. Легко заметить, что опре-
делитель (4) в этом случае есть определитель Вандермонда

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 . . . xn

0

1 x1 x2
1 . . . xn

1

. . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏

n>k>m>0

(xk − xm). (5)

Следовательно, алгебраический интерполяционный многочлен
Pn(x) всегда существует и единствен (с точностью до формы за-
писи). Применим для его вывода следующий прием.

Определим разделенные разности табулированной функции
y(x) при помощи соотношений

y(xi, xj) = [y(xi)− y(xj)]/(xi − xj),
y(xi, xj , xk) = [y(xi, xj)− y(xj , xk)]/(xi − xk)

(6)

и т. д. Разделенные разности первого, второго и более высоких по-
рядков имеют размерности производных соответствующих поряд-
ков; в главе III показано, что они дают приближенные значения
производных. Разделенные разности любого порядка можно выра-
зить непосредственно через узловые значения функции, но вычис-
лять их удобнее по рекуррентному соотношению (6).

Пусть P(x) есть многочлен степени n. Рассмотрим, что пред-
ставляют собой его разделенные разности. Вычитая из него кон-
станту P(x0), получим многочлен P(x) − P(x0), который обра-
щается в нуль при x = x0 и поэтому делится нацело на x − x0.
Следовательно, первая разделенная разность многочлена n-й сте-
пени P(x, x0) = [P(x) − P(x0)]/(x − x0) есть многочлен степени
n−1 относительно x и в силу симметрии выражения—относительно
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x0. Аналогично, вторая разность P(x, x0, x1) есть многочлен сте-
пени n − 2; в самом деле, из (6) видно, что числитель этой разно-
сти обращается в нуль при x = x1, и значит, нацело делится на
x− x1, а степень при этом понижается на единицу. Продолжая эти
рассуждения, можно показать, что разность P(x, x0, x1, . . . , xn−1)
есть многочлен нулевой степени, т. е. константа, а более высокие
разделенные разности тождественно равны нулю.

Перепишем соотношения (6) для случая, когда функция есть
многочлен и первый аргумент равен x:

P(x) = P(x0) + (x− x0)P(x, x0),
P(x, x0) = P(x0, x1) + (x− x1)P(x, x0, x1)

и т. д. Эта цепочка соотношений конечна, ибо (n+1)-я разделенная
разность многочлена тождественно равна нулю. Последовательно
подставляя эти соотношения друг в друга, получим формулу

P(x) = P(x0) + (x− x0)P(x0, x1)+
+ (x− x0)(x− x1)P(x0, x1, x2) + . . .

· · ·+ (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)P(x0, x1, . . . , xn), (7)

по которой многочлен n-й степени выражается при помощи разде-
ленных разностей через свои значения в узлах x0, . . . , xn. Но значе-
ния интерполяционного многочлена в этих узлах по определению
совпадают со значениями искомой функции, и поэтому разделен-
ные разности y(x) и P(x) тоже совпадают. Подставляя в (7) разде-
ленные разности искомой функции и заменяя точное равенство на
приближенное, получим интерполяционную формулу Ньютона

y(x) ≈ y(x0)+
n∑

k=1

(x−x0)(x−x1) . . . (x−xk−1)y(x0, x1, . . . , xk). (8)

Формула Ньютона удобна для вычислений и на ЭВМ, и на кла-
вишной машине. Легко составить следующую таблицу 1 разделен-
ных разностей для табулированной функции y(x) и произвести вы-
числения по формуле (8).

З ам е ч а н и е 1. За точностью расчета удобно следить, визуаль-
но оценивая скорость убывания членов суммы (8). Если они убы-
вают медленно, то на хорошую точность рассчитывать, вообще го-
воря, нельзя (подробнее см. пп. 6, 7). Если убывание быстрое, то
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Таблиц а 1

x0 y(x0)
y(x0, x1)

x1 y(x1) y(x0, x1, x2)
y(x1, x2) y(x0, x1, x2, x3)

x2 y(x2) y(x1, x2, x3)
y(x2, x3)

x3 y(x3)

оставляют только те члены, которые больше допустимой погрешно-
сти; тем самым определяют, сколько узлов требуется подключить
в расчет.

Прим е р. Покажем, как вычислять синус в первом квадран-
те, используя четыре известных значения. Составим таблицу 2
с четырьмя узлами, причем для удобства вычисления положим
y(x) = sin(30◦·x). Для проверки точности, используя разности верх-
ней косой строки, вычислим

y(1, 5) ≈ 0 + 0, 750− 0, 050 + 0, 006 = 0, 706.

Это приближенное значение мало отличается от точного значе-
ния y(1, 5) = sin 45◦ ≈ 0, 707. Таким образом, достаточно помнить
только верхнюю косую строку таблицы 2, чтобы вычислять синус
с точностью около 0, 001.

Таблиц а 2

xi y(xi) y(xi, xi+1) y(xi, xi+1, xi+2) y(xi, . . . , xi+3)
0 0,000

0,500
1 0,500 −0, 0607

0,366 −0, 016
2 0,866 −0, 116

0,134
3 1,000

З ам е ч а н и е 2. При заданном числе узлов многочлен Ньютона
удобнее вычислять по схеме Горнера, записывая его в виде

y(x) = y(x0) + (x− x0)[y(x0, x1) + (x− x1)[y(x0, x1, x2) + . . . ]].

Но если надо контролировать точность расчета и определять нуж-
ное число узлов, то удобнее форма (8).
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З ам е ч а н и е 3. Для расчетов по формуле Ньютона безразли-
чен порядок, в котором перенумерованы узлы интерполяции; это
полезно помнить при подключении новых узлов в расчет.

Мы ограничились здесь общими формулами, пригодными для
таблиц с переменным шагом. Во многих учебниках для таблиц с
постоянным шагом вводят конечные разности ∆ny, связанные с
разделенными разностями соотношением ∆ny = n!y(x0, x1, . . . , xn).
Но это дань историческим традициям, ибо разделенные разности
не менее удобны в расчетах, чем конечные.

Есть много разных форм записи интерполяционного многочлена
общего вида: Ньютона, Лагранжа, Гаусса, Грегори—Ньютона, Ла-
пласа—Эверетта и др. Наиболее удобной для вычислений с контро-
лем точности и на ЭВМ и вручную является форма Ньютона (8).
Большинство остальных форм рассчитано на определенные част-
ные случаи расположения узлов интерполяции, но те выгоды, ко-
торые при этом получаются, обычно несущественны при расчетах
на ЭВМ.

4. Погрешность многочлена Ньютона. Выше мы рассмот-
рели эмпирическое правило определения погрешности интерполя-
ции по убыванию членов суммы (8). Проведем теперь строгое иссле-
дование погрешности метода, проистекающей от замены искомой
функции интерполяционным многочленом Ньютона.

Погрешность удобно представить в следующем виде:

y(x)−Pn(x) = ωn(x)r(x), ωn(x) =
n∏

i=0

(x− xi), (9)

ибо эта погрешность заведомо равна нулю во всех узлах интерпо-
ляции. Введем вспомогательную функцию q(ξ) = y(ξ) − Pn(ξ) −
ωn(ξ)r(x), где x играет роль параметра и принимает любое фикси-
рованное значение. Очевидно, q(ξ) = 0 при ξ = x0, x1, . . . , xn и при
ξ = x, т. е. обращается в нуль в n + 2 точках.

Предположим, что y(x) имеет n+1 непрерывную производную;
тогда то же справедливо для q(ξ). Между двумя нулями гладкой
функции лежит нуль ее производной. Последовательно применяя
это правило, получим, что между крайними из n + 2 нулей функ-
ции лежит нуль n+ 1-й производной. Но q(n+1)(ξ) = y(n+1)(ξ) −
(n+1)!r(x), и если в какой-то точке ξ∗, лежащей между указанны-
ми нулями, она обращается в нуль, то r(x)=y(n+1)(ξ∗)/(n + 1)!
Заменяя погрешность (9) максимально возможной, получаем
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оценку погрешности:

|y(x)−Pn(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!
|ωn(x)|, Mn+1 = max |y(n+1)(ξ)|, (10)

где максимум производной берется по отрезку между наименьшим
и наибольшим из значений x, x0, x1, . . . , xn.

Рис. 2

Оценить ωn(x) при произвольном
расположении узлов интерполяции
сложно. Однако таблицы чаще всего
имеют постоянный шаг h = xi+1−xi,
а узлы интерполяции берутся из таб-
лицы подряд. Тогда ωn(x) имеет при-
мерно такой вид, как показано на
рис. 2 для n = 5: вблизи централь-
ного узла интерполяции экстремумы
невелики, вблизи крайних узлов —
несколько больше, а если x выходит
за крайние узлы интерполяции, то
ωn(x) быстро возрастает.

Можно подобрать узлы интерполяции так, чтобы на заданном отрезке
max |ωn(x)| был меньше, чем у любого другого многочлена той же степени.
Для этого ωn(x) должен быть многочленом Чебышёва первого рода (см. При-
ложение). Узлы этого многочлена расположены сравнительно редко в сере-
дине рассматриваемого отрезка и сгущаются у его концов. Но вне выбранного
отрезка многочлен ωn(x) по-прежнему будет быстро возрастать. Этот способ
интерполяции довольно громоздок, а выигрыш в точности невелик; поэтому
его используют только для специальных целей—например, при построении ап-
проксимирующих формул.

Термин интерполяция в узком смысле употребляют, если x за-
ключен между крайними узлами интерполяции; если он выходит
из этих пределов, то говорят об экстраполяции. Очевидно, что при
экстраполяции далеко за крайний узел ошибка может быть велика,
поэтому экстраполяция мало надежна. На практике рекомендуется
пользоваться преимущественно интерполяцией.

При интерполяции на равномерной сетке выгодно выбирать из
таблицы узлы так, чтобы искомая точка x попадала ближе к цен-
тру этой конфигурации узлов— это обеспечит более высокую точ-
ность. Для упрощения вычислений рассмотрим случай нечетного
n = 2k + 1. Из симметрии полинома ωn(x) очевидно, что в цен-
тральном интервале экстремум достигается точно в середине (см.
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рис. 2). Этот экстремум равен

[
h

2
· 3h

2
· 5h

2
· · · · · (2k + 1)h

2

]2

=
[
(2k + 1)!hk+1

k!22k+1

]2

.

Подставим эту величину в оценку (10). После несложных преоб-
разований с использованием формулы Стирлинга p! ≈ √

2πp(p/e)p

получим оценку ошибки в центральном интервале

|y(x)−Pn(x) <
√

2/πnMn+1(h/2)n+1. (11)

Если величины производных y(x) можно оценить, то отсюда лег-
ко определить число узлов, достаточное для получения заданной
точности.

Из оценки (11) видно, что если перейти от таблиц с крупным
шагом к таблицам с более мелким шагом, то погрешность метода
будет убывать, как hn+1. Поэтому говорят, что многочлен Ньютона
Pn(x) имеет погрешность O(hn+1) и обеспечивает n + 1-й порядок
точности интерполяции.

В главе III мы увидим, что между разделенными разностями
и производными соответствующих порядков существует соотноше-
ние y(n)(x) ≈ n!y(x0, x1, . . . , xn). Если учесть это при определении
величины членов суммы (8), то нетрудно заметить, что эмпириче-
ская оценка погрешности по первому отброшенному члену близка к
оценке (10), хотя является менее строгой. Оценки (10) и (11) можно
провести до вычисления интерполяционного многочлена, т. е. это
априорные оценки точности. Оценка же по первому отброшенно-
му члену делается после выполнения вычислений, т. е. является
апостериорной. Поскольку обычно величины производных иско-
мой функции заранее неизвестны, а в ходе вычисления многочлена
Ньютона они фактически определяются, то на практике удобнее
пользоваться апостериорной оценкой.

Далее мы не раз сможем убедиться, что строгие априорные
оценки используются в основном при теоретическом исследова-
нии методов. При практическом контроле точности расчетов обыч-
но употребляют менее строгие (хотя тоже имеющие теоретическое
обоснование), но более удобные апостериорные оценки.

5. Применения интерполяции. Интерполяция применяется
во многих задачах, а не только для вычисления табулированной
функции при любых значениях аргумента.
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При помощи разделенных разностей контролируется точность
таблиц. Для этого составляют таблицы разделенных разностей раз-
личных порядков для соседних узлов и анализируют их поведение.

Например, в таблице 3 приведена зависимость коэффициента
теплопроводности высокотемпературной фазы циркония от темпе-
ратуры. Там же вычислены первая и вторая конечные разности.
Видно, что вторая разность меняется беспорядочно, так что интер-
полировать более чем по двум точкам бессмысленно. По величине
второй разности можно сказать, что случайная погрешность λ со-
ставляет около единицы третьего знака в большинстве точек, но в
двух первых она может доходить до единицы второго знака (для
систематической погрешности измерений эти соображения непри-
менимы).

Таблиц а 3
Теплопроводность циркония

τ◦, K λ · 104, кал/см·г·сек ∆1λ · 106 ∆2λ · 108

1200 561
79

1300 640 −24
55

1400 695 −31
21

1500 716 −2
19

1600 735 −2
17

1700 752 +2
19

1800 771 −2
17

1900 788 −3
14

2000 802 +5
19

2100 821

Подобный контроль полезен при анализе результатов измерений
в физике и технике.

Интерполяцию применяют для субтабулирования—сгущения
таблиц. Алгоритмы непосредственного вычисления многих функ-
ций очень сложны. Поэтому при математическом табулировании
обычно функцию непосредственно вычисляют в небольшом числе
узлов, т. е. таблицы имеют крупный шаг. Затем при помощи ин-
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терполяции высокого порядка точности сетку узлов сгущают и со-
ставляют подробную таблицу. Шаг этой таблицы выбирают таким,
чтобы простейшая интерполяция (двухточечная) обеспечивала тре-
буемую точность.

В связи с этим отметим, что при ручных расчетах выгодны по-
дробные таблицы, ибо они допускают применение простейших спо-
собов интерполяции, легко выполняемых на бумаге или клавишных
машинах, а время поиска нужных узлов интерполяции невелико по
сравнению со временем выполнения алгебраических действий. На-
оборот, при расчетах на ЭВМ задание подробных таблиц невыгод-
но, поскольку они занимают много места в оперативной памяти, а
время поиска становится много больше времени выполнения алгеб-
раических действий; выгоднее таблицы с большим шагом, хотя при
этом требуются более сложные и точные способы интерполяции.

Задачей обратного интерполирования называют нахождение x
для произвольного y, если задана таблица yi = y(xi). Для монотон-
ных функций между прямым и обратным интерполированием нет
разницы: можно читать таблицу наоборот, как задание xi = x(yi).
Единственное отличие будет в том, что «обратная» таблица x(yi)
будет иметь переменный шаг, даже если «прямая» таблица имела
постоянный. Но все наши формулы рассчитаны на переменный шаг.
Отметим, что для достижения заданной точности прямая и обрат-
ная интерполяции требуют, вообще говоря, разного числа узлов.

Важный пример обратного интерполирования—решение урав-
нения y(x) = 0. Вычислим несколько значений функции y(xi), т. е.
составим небольшую таблицу. Запишем ее в виде xi = x(yi) и при
помощи интерполяции найдем приближенное значение x(0). Этот
способ дает хорошие результаты, если функция достаточно глад-
кая, а корень лежит между рассчитанными узлами. Если корень
расположен далеко от узлов, то способ ненадежен, ибо применяет-
ся экстраполяция.

Прим е р. Решим уравнение

y(x) ≡ (1 + x)e0,5x − 2, 5 = 0. (12)

Составим таблицу 4 значений функции; первым запишем столбец
значений y, ибо в дальнейших вычислениях эта величина будет ар-
гументом. Найдем разделенные разности и произведем вычисления
по верхней косой строке:

x(0) ≈ x0 + (0− y0)x(y0, y1) + (0− y0)(0− y1)x(y0, y1, y2) = 0, 744.
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Точное решение есть x(0) = 0, 732, так что ошибка получилась
небольшой. Для повышения точности в этом способе целесообраз-
но взять новые узлы, близко расположенные к грубо найденному
корню, а не увеличивать число узлов.

Таблиц а 4

yi xi x(yi, yi+1) x(y0, y1, y2)

−1500 0
0,540

−0, 574 0,5 −0, 076
0,365

0,797 1,0

В этом курсе будут рассмотрены и другие примеры применения
интерполирования.

6. Интерполяционный многочлен Эрмита. Пусть табули-
рована не только функция, но и ее производные вплоть до некоторо-
го порядка. Тогда можно потребовать, чтобы в узлах интерполяции
совпадали не только значения искомой функции y(x) и интерполя-
ционной функции ϕ(x), но и значения их производных вплоть до
некоторого порядка. Такую интерполяцию будем называть эрми-
товой; если ϕ(x)—алгебраический многочлен n-й степени, то он
называется интерполяционным многочленом Эрмита и обозначает-
ся Kn(x).

Покажем, как построить этот многочлен. По n+1 узлу построим
интерполяционный многочлен Ньютона Pn(x;x0, x1, . . . , xn). По-
скольку значения функции y(x) и многочлена в узлах совпадают,
то их средние наклоны на участках между узлами равны. Мыс-
ленно будем приближать узел xn к узлу xn−1; при этом средний
наклон будет стремиться к производной. Значит, после совпаде-
ния узлов получим многочлен, который в узле xn−1 правильно
передает не только значение функции, но и значение первой про-
изводной. Символически обозначим его как Pn(x; x0, x1, . . . , xn−1,
xn−1)∗) .

Слияние трех узлов в один обеспечивает передачу не только
наклона, но и кривизны, т. е. первой и второй производных и т. д.

∗)Чтобы отличать его обозначение от разделенной разности, мы отделяем
аргумент от узлов, по которым составлен многочлен, точкой с запятой.
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Таким образом, многочлен

Kn(x) = Pn(x; x0, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
m0

, x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m1

, xp, xp, . . . , xp︸ ︷︷ ︸
mp

),

p∑

k=0

mk = n + 1,

(13)

в узле xk правильно передает значение функции и ее производных
вплоть до порядка mk − 1 и имеет минимально необходимую для
этого степень. Оценка погрешности метода (10) в этом случае при-
нимает следующий вид:

|y(x)−Kn(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!
|Ωn(x)|, Ωn(x) =

p∏

k=0

(x− xk)mk . (14)

Очевидно, если сетка имеет шаг h, а точка x лежит между край-
ними узлами интерполяции, то Ωn(x) = O(hn+1); следовательно,
порядок точности эрмитовой интерполяции равен n + 1, т. е. числу
коэффициентов интерполяционного многочлена.

Заметим, что обычный многочлен Ньютона с таким же числом
коэффициентов (т. е. той же степени) также имеет погрешность
O(hn+1). Однако на одной и той же сетке численная величина по-
грешности многочлена Ньютона будет больше, чем у многочлена
Эрмита: его вспомогательный многочлен ωn(x) содержит больше
узлов, чем Ωn(x), и поэтому в него входят бо́льшие сомножители.
Очевидно также, что чем более высокие производные используются
при построении интерполяционного многочлена Эрмита заданной
степени, тем меньше требуемое число узлов, и тем меньше будет
численная величина его погрешности (хотя порядок точности оста-
ется одним и тем же).

Выражением (13) нельзя пользоваться буквально. Если фор-
мально подставить в формулу Ньютона (8) совпадающие узлы, то
потребуется вычислить разделенные разности, у которых некото-
рые узлы являются кратными. Выражения (6) для таких разностей
содержат неопределенность типа 0/0. Если кратность каждого узла
не больше чем двойная, то эту неопределенность можно раскрыть
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с помощью предельного перехода, например,

y(x0, x0) = lim
x1→x0

y(x0)− y(x1)
x0 − x1

= y′(x0),

y(x0, x0, x1) =
1

x0 − x1
[y′(x0)− y(x0, x1)],

y(x0, x0, x1, x1) =
1

(x0 − x1)2
[y′(x0)− 2y(x0, x1) + y′(x1)].

(15)

Если узлы имеют более высокую кратность, то удобнее диффе-
ренцировать формулу Ньютона (8). Например, если ее продиффе-
ренцировать m − 1 раз, то обратятся в нуль все члены, содержа-
щие разделенные разности порядка меньше m− 1. Затем положим
x = x0 = x1 = . . . ; тогда обратятся в нуль множители перед разде-
ленными разностями порядка больше m− 1, и мы получим

y(x0, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
m

) =
1

(m− 1)!
y(m−1)(x0). (16)

Но узлы более чем двойной кратности почти не встречаются в прак-
тике вычислений, ибо вторые и более высокие производные искомой
функции редко табулируются.

Рассмотрим наиболее употребительные частные случаи интер-
поляционного многочлена Эрмита.

Первый случай—многочлен, который в одном узле x0 совпадает
с функцией и всеми ее заданными производными:

Pn(x;x0, x0, . . . ) =

= y(x0) + (x− x0)y′(x0) +
1
2
(x− x0)2yn(x0) + . . . (17)

Очевидно, это отрезок ряда Тейлора; в этом случае Ωn(x) =
(x − x0)n+1, и оценка (11) переходит в известную оценку точности
ряда Тейлора.

Второй случай—многочлен, передающий в двух узлах значения
функции и ее первой производной:

Pn(x;x0, x0, x1, x1) = y(x0) + (x− x0){y′(x0)+
+ (x− x0)[y(x0, x0, x1) + (x− x1)y(x0, x0, x1, x1)]}; (18)
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разделенные разности сюда надо подставить из соотношения (15).
Функция Ωn(x) = (x−x0)2(x−x1)2 внутри интервала интерполиро-
вания не превышает (h/2)4, так что погрешность формулы (18) не
более 0, 026M4h

4; эта формула имеет четвертый порядок точности.
Для сравнения приведем без вывода общее выражение интерполяционного

многочлена Эрмита

Kn(x) =

p∑

k=0

αk−1∑

m=0

αk−1−m∑

q=0

y(m)(xk)

m|q|

{
(x− xk)m+q×

×
∏

i6=k

(x− xi)
αi

} 



dq

dxq

∏

j 6=k

(x− xj)
−αj





x=xk

.

Оно настолько громоздко, что пользоваться им для вычислений практически
невозможно. Если все αi = 1, то обе внутренние суммы превращаются в одно
слагаемое с m = q = 0, и многочлен Эрмита переходит в многочлен Ньютона в
форме Лагранжа. Если все αi = 2, то получим

Kn(x) =

p∑

k=0





(x− xk)y′k +


1− 2

p∑

i=0
i6=k

x− xk

xk − xi


 yk





p∏

j=0
j 6=k

(
x− xj

xk − xj

)2

;

можно проверить, что в случае двух узлов последнее выражение совпадает с
(18) с точностью до формы записи. Но даже и это выражение оказывается
очень громоздким.

Такая ситуация довольно часто встречается в прикладной ма-
тематике. Общие формулы, рассчитанные на все случаи жизни,
нередко оказываются настолько сложными, что их не применяют
ни в одном конкретном случае. К тому же, в практических рас-
четах, как мы увидим далее, нецелесообразно использовать мно-
гочлены высоких степеней, поэтому в общих формулах нет серьез-
ной необходимости. Трудоемкость же вычислений часто оказывает-
ся существенно меньшей при применении рекуррентных процедур
типа формулы разделенных разностей (6).

7. Сходимость интерполяции. При каких условиях погреш-
ность метода стремится к нулю, т. е. когда и как интерполяцион-
ный многочлен сходится к y(x)? На практике мы имеем два спо-
соба перехода к пределу. Первый состоит в том, чтобы, сохраняя
степень интерполяционного многочлена, уменьшить шаг сетки, т. е.
воспользоваться более подробными таблицами. Второй—сохраняя
шаг сетки, увеличивать число используемых узлов, т. е. увеличи-
вать степень многочлена.

Ум е н ьш е ни е ша г а. Если y(x) имеет непрерывные производ-
ные вплоть до n + 1-й, то при интерполяции многочленом Pm(x)
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степени m 6 n погрешность метода есть O(hm+1). В этом случае
при фиксированной степени многочлена и уменьшении шага сетки
погрешность |y(x)−Pm(x)| неограниченно убывает. Если ограниче-
на производная, входящая в оценку ошибки, то интерполяционный
многочлен равномерно сходится к y(x) на ограниченном отрезке
a 6 x 6 b.

Строго говоря, для каждого значения x выбирают свои узлы
интерполяции, ближайшие (на данной сетке) к точке x, т. е. со-
ставляют свой многочлен Pm(x). При этом точка x заведомо ле-
жит между крайними узлами интерполяции, используемыми в дан-
ном многочлене. Поэтому входящий в оценку погрешности (10)
полином ωm(x) ограничен равномерно по x : |ωm(x)| < max

i
|x −

xi|m+1 6 (mh)m+1, где h—шаг сетки (для неравномерных сеток—
максимальный шаг). Для заданной точности ε определим шаг сетки
из условия Mm+1(mh)m+1 6 ε·(m+1)!, где Mm+1 = max

[a,b]
|y(m+1)(x)|.

Тогда для всех сеток с данным и более мелким шагом и любой точ-
ки отрезка a 6 x 6 b погрешность интерполяционного многочлена
Pm(x), узлы которого выбраны указанным выше образом, будет не
более ε.

Аналогичные утверждения справедливы для интерполяционно-
го многочлена Эрмита.

У в е л и ч е н и е ч и с л а у з л о в. Увеличивать степень интерпо-
ляционного многочлена далеко не всегда целесообразно. Во-первых,
неизвестно, как быстро растет максимум производной Mm с увели-
чением ее порядка. Во-вторых, у функции может быть лишь ко-
нечное число производных. Рассмотрим интерполяцию на отрезке
a 6 x 6 b, когда число узлов, используемых для построения интер-
поляционного многочлена, неограниченно возрастает.

Известно, что если y(x)—целая функция, то при произвольном расположе-
нии узлов на [a, b] многочлен Pn(x) равномерно сходится к y(x) при n → ∞.
Но целая функция—это функция, разложимая в степенной ряд с бесконеч-
ным радиусом сходимости. Гораздо чаще приходится импонировать не целые
функции, так что практическая ценность этого утверждения невелика.

Если же на [a, b] функция имеет непрерывные производные сколь угодно
высоких порядков, то это не гарантирует сходимости при произвольном распо-
ложении узлов. Например, возьмем функцию

y(x) = 0 при − 1 6 x 6 0, y(x) = e−1/x при 0 < x 6 1.

Ее график приведен на рис. 3. Все производные этой функции на [−1, +1] непре-
рывны. Но если разместить все узлы интерполяции левее точки x = 0, то,
очевидно, Pn(x) ≡ 0, и никакой сходимости быть не может.
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Правда, в этом примере расположение узлов было грубо неравномерным.
Но равномерное расположение не всегда спасает. С.Н.Бернштейн в 1916 г. до-
казал, что для функции y(x) = |x| на отрезке [−1, +1], покрытом равномерной
сеткой узлов, значения Pn(x) между узлами интерполяции неограниченно воз-
растают при n → ∞. Это иллюстрируется рис. 4, где даны графики функции
и двух многочленов разных степеней.

Рис. 3 Рис. 4

Более того, для любой наперед заданной системы узлов можно найти такую
непрерывную функцию, что построенные по этим узлам и функции многочлены
Ньютона не будут равномерно сходиться.

Но сходимости в среднем для многочленов Ньютона всегда можно добиться
следующим несложным выбором узлов. Пусть Φn(x)—система многочленов,
ортогональных с весом ρ(x) на отрезке [a, b], и x

(n)
m —нули этих многочленов.

Используем эти точки в качестве узлов интерполяций; тогда
b∫

a

[Pn(x)− y(x)]2ρ(x)dx → 0

при n →∞ для любой непрерывной функции.
Для многочленов Эрмита получены более сильные результаты. Пусть

функция y(x) непрерывна на [−1, +1]; возьмем в качестве узлов нули многочле-
нов Чебышёва первого рода Tn(x) (см. Приложение); фиксируем в этих узлах
значения функции, а вместо ее производной возьмем любые числа cin, удо-
влетворяющие условию lim

n→∞max
i
|cin ln n/n| = 0. Построенный по всем этим

значениям многочлен K (2n − 1)(x) равномерно сходится к y(x) при n → ∞.
Очевидно, если y(x) имеет ограниченную производную, то в качестве cin можно
брать значение производной в узлах.

Но и для многочленов Эрмита неудачный выбор узлов может испортить
сходимость. Например, ряд Тейлора (17) расходится, если |x− x0| больше рас-
стояния от x0 до ближайшей особой точки в комплексной плоскости.

Выв о ды. На практике интерполировать многочленом высокой
степени нежелательно. Если 3–5 узлов (точнее, свободных пара-
метров) не обеспечивают требуемой точности, то обычно надо не
увеличивать число узлов, а уменьшать шаг таблицы.

8. Нелинейная интерполяция. Полиномиальная интерполя-
ция по оценке (11) имеет погрешность ∼ Mn+1(h/2)n+1, и при по-
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вышении порядка точности формулы на единицу погрешность ме-
няется примерно в hMn+2/2Mn+1 раз. Если шаг достаточно мал, то
погрешность при этом уменьшается. Но если шаг велик, или про-
изводные быстро растут с увеличением порядка, то погрешность
может увеличиваться при увеличении порядка точности формулы.
С этим часто приходится сталкиваться при работе с быстро меня-
ющимися функциями.

Таблиц а 5

xi y(xi) y(xi, xi+1)
0 1

10
1 11 50

110 170
2 121 550

1230
3 1351

Прим е р 1. Пусть требуется найти значение y(0, 5), если функ-
ция задана таблицей 5 (в ней выписаны не только значения функ-
ции, но и разделенные разности). Используя интерполяционный
многочлен Ньютона и ведя вычисления по верхней строке таблицы
5, запишем последовательно члены все более высоких порядков:

ϕ(0, 5) = 1 + 5− 12, 5 + 63, 75− . . .

Этот ряд содержит быстро возрастающие члены и совсем не похож
на сходящийся; поэтому вычислить функцию с его помощью не уда-
ется. Функция слишком быстро меняется или, что то же самое, шаг
сетки слишком велик для данной функции (рис. 5, а).

Рис. 5

Как интерполировать такие
функции, если более подробных
таблиц нет? Универсального ре-
цепта, пригодного для любой
функции, не существует. Однако
для конкретной функции нередко
удается найти свой способ интер-
поляции, дающей разумную точ-
ность. Такая интерполяция обыч-
но нелинейна.

Для этого нужно располагать
дополнительной информацией о
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качественном поведении функции. Часто ее можно получить, зная
физический смысл y(x). Например, проходящий через поглощаю-
щую среду свет ослабляется примерно по экспоненциальному зако-
ну; сопротивление движению в газе зависит от скорости примерно
как vm, где m ≈ 1 для ламинарного движения, m ≈ 2 для тур-
булентного и m > 2 вблизи звукового барьера. Нередко помога-
ют формальные математические соображения—изучение графика
функции и сравнение его с графиками хорошо изученных функций
(в первую очередь элементарных).

Выяснив качественное поведение функции, стараются подо-
брать такое преобразование переменных η = η(y), ξ = ξ(x), что-
бы в новых переменных график η(ξ) мало отличался от прямой на
протяжении нескольких шагов таблицы. Тогда в переменных η(ξ)
интерполяция многочленом невысокой степени будет давать хоро-
шую точность. Вычисления заключаются в составлении таблицы
для новых переменных ηi = η(ξi), интерполяции по ней и нахож-
дении y = y(η) обратным преобразованием. Этот способ называют
методом выравнивания.

Прим е р 2. Проиллюстрируем метод выравнивания на приме-
ре функции, заданной таблицей 5. Нетрудно заметить, что зависи-
мость близка к показательной, y(x) ≈ 10x; значит, в переменных
ξ = x, η = lg y график будет почти прямым (рис. 5, б). Составим
новую таблицу 6 и проведем интерполяцию по формуле Ньютона

η∗ = η(0, 5) = 0 + 0, 5207 + 0− 0, 0004 ≈ 0, 5203.

Теперь члены ряда быстро убывают, обеспечивая хорошую точ-
ность; считая, что точность η∗ примерно равна последующему чле-
ну ряда, обратным преобразованием получим, что y(η∗) ≈ 3, 314±
0, 1%. Очевидно, что удачно подобранное выравнивание позволило
получить высокую точность интерполяции.

З ам е ч а н и е 1. Для каждой конкретной функции подбирают
свой вид нелинейной интерполяции. Для других функций этот вид,
как правило, будет давать плохую точность.

З ам е ч а н и е 2. Оценка погрешности такой интерполяции со-
держит старшие производные η(ξ). Их трудно найти, поэтому на
практике удобнее оценивать точность по скорости убывания чле-
нов в формуле Ньютона, как было сделано выше. Употребителен
также следующий прием: для одного из узлов xi вычисляют y(xi)
интерполяцией по соседним узлам и сравнивают с табличным зна-
чением yi.



§ 1] Интерполирование 49
Таблиц а 6

ξi ηi η(ξi, ξi+1)
0 0,0000

1,0414
1 1,0414 0,0000

1,0414 0,0011
2 2,0828 0,0032

1,0478
3 3,1306

Прим е р 3. Отбросим в таблице 6 узел ξ = 1 и связанные с ним
разделенные разности. По оставшимся трем узлам приближенно
вычислим отброшенное значение η(1) ≈ 1, 0414 или y(1) ≈ 10, 92.
Последняя величина отличается от табличного значения на 0,8%.
Это вычисление велось фактически с шагом h0 = 2 многочле-
ном второй степени, имеющим погрешность O(h3). Значит, при
вычислениях с шагом h = 1 погрешность должна уменьшиться в
(h0/h)3 = 8 раз и составить 0,1%. Это хорошо согласуется с оценкой
по последнему члену ряда, сделанной выше.

З ам е ч а н и е 3. Оба прямых преобразования η(y), ξ(x) и обрат-
ное преобразование y(η) должны выражаться несложными форму-
лами, иначе метод выравнивания будет малопригодным на практи-
ке. Удобны преобразования типа логарифмирования, вычисления
экспонент, тригонометрических функций и другие, имеющиеся в
библиотеках стандартных программ современных ЭВМ (или легко
выполнимые на логарифмической линейке).

З ам е ч а н и е 4. В исходных переменных интерполяция нели-
нейна относительно параметров; в данном примере она имела вид

ϕ(x) = exp
(

n∑
k=0

akxk

)
. Однако в переменных η, ξ она линейна по

параметрам. Такая нелинейность мало осложняет работу, поэтому
интерполяцию подобного вида будем называть квазилинейной.

Встречаются случаи, когда метод выравнивания неприменим.
Например, если y(x) ≈ a(x + b)c, то не удается найти такие коор-
динаты, которые превращали бы график в прямую и не содержали
бы явно параметров a, b, c. Тогда зависимость от параметров не
сводится к линейной и отыскать параметры и выполнить интерпо-
ляцию нелегко. Такую интерполяцию будем называть существенно
нелинейной; на практике она используется крайне редко.

З ам е ч а н и е 5. Если выравнивающие преобразования перемен-
ных просты, то иногда удается явно выразить ϕ(x) через табличные


