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Введение

Ýòó êíèãó ëó÷øå ÷èòàòü, ñèäÿ çà êîìïüþòåðîì, íà êîòîðîì, åñòåñòâåííî, óñòàíîâ-
ëåíà 7-ÿ âåðñèÿ Mathematica (äëÿ áîëüøèíñòâà ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ãîäÿòñÿ
òàêæå è ïðåäûäóùèå âåðñèè ïðîãðàììû). Àâòîðû ñîâåðøåííî íå ïðåòåíäóþò íà
ïîëíîòó èçëîæåíèÿ. Áîëåå òîãî, âåñü òåêñò � ýòî ëèøü ¾èíòåëëåêòóàëüíûé ïèíîê¿
äëÿ íîâè÷êîâ è íå ñëèøêîì îïûòíûõ ïîëüçîâàòåëåé, äàþùèé âîçìîæíîñòü áûñòðî
ñäåëàòü ïåðâûå ñàìîñòîÿòåëüíûå øàãè, íàáðàòü èíåðöèþ è äâèãàòüñÿ äàëüøå.

Ðàáîòàÿ ñ ñèñòåìîé Mathematica, âû îêàçûâàåòåñü â íàñûùåííîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñðåäå è ïðèîáðåòàåòå âåëèêîëåïíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ¾ìóñêóëû¿. Êàê èìè
âîñïîëüçîâàòüñÿ � âîïðîñ, íà êîòîðûé êàæäûé îòâå÷àåò ñàì. Mathematica � ýòî
àéñáåðã âîçìîæíîñòåé, è êàæäûé ïîëüçîâàòåëü ñî âðåìåíåì ôîðìèðóåò ñâîþ íàä-
âîäíóþ ÷àñòü.

Àâòîðû íà ñòðàíèöàõ ýòîé êíèãè äåëÿòñÿ ñîáñòâåííûì ìíîãîëåòíèì îïûòîì ðà-
áîòû â ýòîé ìîùíîé, âíåøíå è âíóòðåííå ïðèâëåêàòåëüíîé ñðåäå. Íåëüçÿ îáúÿòü
íåîáúÿòíîå � áàíàëüíàÿ èñòèíà. Â òåêñòå ñîäåðæèòñÿ ëèøü ÷àñòü èäåé, ìåòî-
äîâ è ãîòîâûõ ïðîãðàììíûõ êîäîâ èç òîãî, ÷òî õîòåëîñü áû äîíåñòè äî ÷èòàòåëÿ,
à çíà÷èò, äî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëüçîâàòåëÿ ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïàêåòà.

Ìû õîòèì íà ïðèìåðàõ íàó÷èòü ÷èòàòåëÿ ïîëüçîâàòüñÿ Mathematica, ïîýòîìó
çäåñü íå áóäåò òðàäèöèîííîãî ïåðå÷èñëåíèÿ åå îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ, îñîáåííî-
ñòåé è âîçìîæíîñòåé. Ìû áóäåì îáñóæäàòü èõ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè, êîãäà ýòî
äåéñòâèòåëüíî ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Èíîãäà áóäåì áåç ïî-
äðîáíîãî îáúÿñíåíèÿ ïðèâîäèòü ïðîãðàììíûé êîä, êîòîðûé ìîæíî ñêîïèðîâàòü �
è ïîëüçîâàòüñÿ íà çäîðîâüå.

Êíèãà ïðåèìóùåñòâåííî ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷ ïî îñíîâíûì ðàçäåëàì âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè, êîòîðûå â òîì èëè èíîì îáúåìå ïðîõîäÿò ñòóäåíòû â âûñøåé
øêîëå íà ïåðâîì êóðñå. Mathematica äàåò êîíå÷íûé îòâåò � ïðåïîäàâàòåëþ æå
çà÷àñòóþ òðåáóåòñÿ ðàçâåðíóòîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó, ðàçáèðàÿ çàäà÷è, áóäåì ïû-
òàòüñÿ, ïî âîçìîæíîñòè, èìèòèðîâàòü ñ ïîìîùüþ Mathematica òî, ÷òî ìû îáû÷íî
äåëàåì âðó÷íóþ, è çàòåì ïðîâåðÿòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå
âñòðîåííûå ôóíêöèè.

Íàäååìñÿ, ÷òî ýòà êíèãà áóäåò ïîëåçíà è ñòóäåíòàì è ïðåïîäàâàòåëÿì. Ñòóäåíòû
ïîëó÷àò õîðîøóþ ïîääåðæêó è íà÷íóò ðåøàòü çàäà÷è áåç îøèáîê. Ïðåïîäàâàòåëè
ìîãóò èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè Mathematica, ãåíåðèðóÿ ðàçëè÷íûå êîíòðîëüíûå
çàäàíèÿ, ïðè÷åì ñðàçó ñ èçâåñòíûìè ïðàâèëüíûìè îòâåòàìè, à åùå ëó÷øå � âêëþ-
÷èâ åå â êà÷åñòâå êîìïüþòåðíîãî ñîïðîâîæäåíèÿ â êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè.
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Обзорная экскурсия

ßçûê îïðåäåëÿåò íàø ñïîñîá ìûøëåíèÿ
è îïðåäåëÿåò, î ÷åì ìû ìîæåì ìûñëèòü.

Á.Ë. Âîðô

Ìû çäåñü íå óäåðæàëèñü è ïîâòîðèëè ýïèãðàô èç çàìå÷àòåëüíîé êíèãè Áü¼ðíà
Ñòðàóñòðóïà ¾ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++¿. Äåéñòâèòåëüíî, âûáèðàÿ ÿçûê, ìû
âûáèðàåì ñðåäó, â êîòîðîé áóäåì ðàáîòàòü è òâîðèòü, è óæå òåì ñàìûì, êîíå÷íî,
â ÷åì-òî ñåáÿ îãðàíè÷èì ñîîáðàçíî îñíîâîïîëàãàþùèì ïðèíöèïàì è ïàðàäèãìàì
âûáðàííîãî ïðîãðàììíîãî ïàêåòà. Çà âñå íóæíî ïëàòèòü, è ïîýòîìó, îòäàâàÿ äàíü
óíèâåðñàëüíîñòè è âûñîêîé èíòåëëåêòóàëüíîñòè äàííîãî ñðåäñòâà, áóäåì âñåãäà
ïîìíèòü î ïîäâîäíûõ êàìíÿõ, êîòîðûå, íåñîìíåííî, íàñ ïîäñòåðåãàþò.

Mathematica � èíòåðàêòèâíàÿ ñðåäà; âû íàõîäèòåñü â æèâîì äèàëîãå, ìîæåòå
ïî õîäó èñïðàâëÿòü ñâîè îøèáêè, çàäàâàòü âîïðîñû. Ïîòåðÿâ íèòü äèàëîãà, ìîæíî
âåðíóòüñÿ ê ëþáîìó ìåñòó è íà÷àòü âñå ñíà÷àëà. Òóò ãëàâíîå íå çàáûâàòü, ÷òî
Mathematica âñå ïîìíèò. Âû ìîæåòå îòêðûâàòü íîâûå ôàéëû, çàêðûâàòü ñòàðûå,
íî âñå, ÷òî áûëî âûïîëíåíî âî âðåìÿ òåêóùåãî ñåàíñà ðàáîòû, îíà áóäåò ïîìíèòü.
Íàïðèìåð, â êàêîé-òî èç ïðîãðàìì áûëî îïðåäåëåíî x = 5 è âû îïÿòü èñïîëüçóåòå
òó æå ïåðåìåííóþ, óæå çàáûâ îá ýòîì ïðèñâîåíèè, Mathematica ÷åñòíî âåçäå
ïîäñòàâèò âìåñòî x ïÿòåðêó. Õîðîøî áû è íà ýêçàìåíàõ òàê.

Mathematica � èíòåëëåêòóàëüíàÿ ñðåäà, ïðîãðàììà ñ õàðàêòåðîì, ìíîãîå îíà
äåëàåò ¾ïî óìîë÷àíèþ¿ ñîîáðàçíî ñâîèì, â îáùåì-òî ðàçóìíûì, çàêîíàì. Íóæíî
íàó÷èòüñÿ ïîäñòðàèâàòüñÿ ïîä ýòè çàêîíû. Íàïðèìåð, ñëåäóåò çíàòü, ÷òî âû÷èñëÿÿ
ïðåäåë ôóíêöèè, îíà âñåãäà âû÷èñëÿåò ïðåäåë ñïðàâà, íå ïðåäóïðåæäàÿ ïîëüçîâà-
òåëÿ. È òàêèõ ¾óìîë÷àíèé¿ ó íåå äîñòàòî÷íî ìíîãî.

Mathematica � ýòî ÿçûê ñî ñâîåé ãðàììàòèêîé, êàê è ëþáîé äðóãîé ÿçûê.
Ïðîãðàììà, êîíå÷íî, ïûòàåòñÿ ñêðîìíî íàìåêíóòü ïîëüçîâàòåëþ î ïîòåíöèàëüíûõ
îøèáêàõ (îïèñêàõ), ÷àùå âñåãî ýòî êàñàåòñÿ ñèíòàêñèñà. Åñëè æå îíà íàïðî÷ü íå
ïîíèìàåò, ÷òî âû îò íåå õîòèòå, èëè âû òðåáóåòå îò íåå íåâîçìîæíîãî, îíà ïðîñòî
ïîâòîðèò âàø âîïðîñ.
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Mathematica � ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðè÷åì îäèí èç ÿçûêîâ, êîòîðûé ïîç-
âîëÿåò ïèñàòü ïðîãðàììíûé êîä, èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòèëåé: òðàäè-
öèîííûé ïðîöåäóðíûé, ôóíêöèîíàëüíûé, îñíîâàííûé íà ñîçäàíèè ïðàâèë ïðåîá-
ðàçîâàíèé.

Îäíàêî îáî âñåì ïî-ïîðÿäêó. . .

1.1. Поехали!

Èòàê, ìû çàïóñêàåì Mathematica. Ýòî îáû÷íàÿ îïåðàöèÿ, íè÷åãî íîâîãî � ëèáî
äâàæäû ùåëêíóòü ìûøüþ ïî íóæíîìó ÿðëûêó, ëèáî â Start Programs (Ïóñê ->
Âñå ïðîãðàììû) íàéòè íóæíóþ ïðîãðàììó. Ïåðåä âàìè íà ýêðàíå � îáîëî÷êà
ïðîãðàììû.

Âîîáùå, Mathematica êàê ïðîãðàììà ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ÷àñòåé: îáî-
ëî÷êè (òàê íàçûâàåìûé FrontEnd) è ÿäðà (Mathematica Kernel). Ïåðâàÿ ñëó-
æèò ìîñòîì ìåæäó ïîëüçîâàòåëåì è ñèñòåìîé: ñ åå ïîìîùüþ çàäàþòñÿ âîïðîñû
è â óäîáíîé äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ ôîðìå ôîðìóëèðóþòñÿ îòâåòû. ßäðî � ¾ðàáî÷àÿ
ëîøàäêà¿ � èùåò ýòè ñàìûå îòâåòû, òî åñòü âûïîëíÿåò âñå âû÷èñëåíèÿ. Òàêîâ
îñíîâíîé ðåæèì ðàáîòû ñ ñèñòåìîé: âîïðîñ�îòâåò; â ýòîì èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå
áóäåì ðàáîòàòü è ìû. Èòàê, ôàéë Untitled-1.nb ê íàøèì óñëóãàì. Â Mathematica
ðàáî÷èå ôàéëû íàçûâàþòñÿ notebook è èìåþò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå nb.

Íàæìåì íà êëàâèøó Enter . Êîå-÷òî èçìåíèëîñü. Ïîÿâèëàñü ñèíÿÿ ñêîáêà
â ïðàâîì ïîëå � îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî îòêðûòà êëåòêà ââîäà (input cell), â êî-
òîðóþ ìîæíî ââîäèòü îäèí èëè íåñêîëüêî âîïðîñîâ. Òàêæå ïîÿâèëñÿ ìèãàþùèé
âåðòèêàëüíûé îòðåçîê � ïîëîæåíèå êóðñîðà â êëåòêå. Çàìåòèì, ÷òî äî íàæàòèÿ
êëàâèøè Enter íà ïîëîæåíèå êóðñîðà óêàçûâàëà ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ â ñàìîì
âåðõó ðàáî÷åãî ïîëÿ. Ïîïðîáóåì çàäàòü ïåðâûé ñëîæíûé âîïðîñ è íàáåðåì

1 + 1

Âîïðîñ ïîêà íå çàäàí; ÷òîáû äîâåñòè åãî äî ñâåäåíèÿ Mathematica è ïîëó÷èòü
îòâåò, ñëåäóåò íàæàòü îäíîâðåìåííî êëàâèøè Shift è Enter , ïðè ýòîì êóðñîð
ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ëþáîì ìåñòå êëåòêè ââîäà. Íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå óäîáíûé
ñïîñîá � óêàçàòåëüíûé èëè áîëüøîé ïàëåö ïðàâîé ðóêè æìåò íà ïðàâûé Shift ,
à ïîòîì ñðåäíèé ïàëåö òîé æå ðóêè æìåò íà Enter . Äåëî ñäåëàíî! Ñìîòðèòå,
÷òî ïðîèñõîäèò è ÷òî ïîëó÷àåòñÿ.

Êàê òîëüêî ïåðâûé âîïðîñ çàäàí, çàãðóæàåòñÿ ÿäðî, ïîýòîìó è ïåðâûé ðå-
çóëüòàò îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ æäàòü íåìíîãî äîëüøå. Ñèíÿÿ ñêîáêà íà ýòî âðåìÿ
çàæãëàñü ïðèÿòíûì æåëòûì öâåòîì è ñòàëà äâîéíîé � âîïðîñ îáðàáàòûâàåòñÿ,
îá ýòîì æå ñâèäåòåëüñòâóåò è íàäïèñü Running . . . Untitled-1 â çàãîëîâêå ôàéëà.
Íàêîíåö ðàáîòà îêîí÷åíà, ìû âèäèì
In[1]:= 1 + 1

Out[1]= 2

è ïîíèìàåì, ÷òî

• ãëàâíîå � ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé îòâåò. Mathematica óìååò ñêëàäûâàòü,
à ýòî óæå íåìàëî;
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• ýòîò îòâåò ïîÿâèëñÿ â îòäåëüíîé êëåòêå âûâîäà (output cell) ñî ñâîåé ñèíåé
ñêîáêîé, ïðè÷åì ñêîáêà äëÿ âûâîäà èìååò äðóãîé, íåæåëè ñêîáêà äëÿ ââîäà,
êîíòóð;

• è âîïðîñ, è îòâåò îêàçàëèñü ïðîíóìåðîâàíû: In[1] è Out[1]; áîëåå òîãî,
èõ êëåòêè îáúåäèíåíû ñïåöèàëüíîé ñêîáêîé â îáùóþ êëåòêó.

Âîò, ñîáñòâåííî, è âñÿ Mathematica. Îñòàëüíîå � äåòàëè. Ýòè äåòàëè áóäåì
îáñóæäàòü â ñëåäóþùåì ðåæèìå: êëåòêà ââîäà ñ âîïðîñàìè, êëåòêà âûâîäà ñ îò-
âåòàìè, êîììåíòàðèè àâòîðîâ.

1.2. Mathematica как БОЛЬШОЙ калькулятор

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè ñèñòåìû Mathematica â ðåæèìå ¾êàëüêóëÿ-
òîðà¿, ñ÷èòàþùåãî íàìíîãî áûñòðåå è ýôôåêòèâíåå îáû÷íûõ. Ñêàæåì áîëüøå �
â ðåæèìå íàó÷íîãî êàëüêóëÿòîðà, îáúåäèíÿþùåãî â ñåáå àíàëèòè÷åñêèå, ÷èñëåí-
íûå, ãðàôè÷åñêèå è èíûå âîçìîæíîñòè.

Íà÷íåì ñ àðèôìåòèêè. Çàïóñòèì î÷åðåäíóþ êëåòêó:
In[2]:= 12 - 5

Out[2]= 7

Ýòî ìû óæå ïðîõîäèëè: 12 − 5 äåéñòâèòåëüíî ðàâíî 7. Êàê âèäèòå, íóìåðàöèÿ
âîïðîñîâ è îòâåòîâ ïðîäîëæàåòñÿ. Íóìåðàöèÿ ñêâîçíàÿ è åäèíàÿ íà âñå âðåìÿ ñå-
àíñà ðàáîòû ñ Mathematica (èíîãäà ýòî íàçûâàþò ¾ñåññèåé¿, íå ïóãàéòåñü). Äàëåå
åùå îäíî óïðàæíåíèå íà àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ:
In[3]:= 4 ´ 5 - 7 � 6 + 14^2 - 3 H11 + 3L

Out[3]=

1037

6
Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ 4 íà 5 îáîçíà÷åíà ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì ×,

êîòîðûé Mathematica ñàìà ïîñòàâèò, êàê òîëüêî ìû ââåäåì ïðîáåë ìåæäó ýòèìè
÷èñëàìè. Äëÿ óìíîæåíèÿ ãîäèòñÿ è îáû÷íàÿ çâåçäî÷êà * , è ïðîñòî ïðîáåë ìåæäó
ñîìíîæèòåëÿìè. Åñëè ïåðåìíîæàþòñÿ ÷èñëî è ïåðåìåííàÿ, òî äàæå íèêàêèõ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëîâ íå íóæíî: 5a. Îäíàêî íåëüçÿ ïðè óìíîæåíèè ïèñàòü áåç
ïðîáåëà a5, ïîñêîëüêó Mathematica âîñïðèìåò ýòó êîíñòðóêöèþ êàê èìÿ íîâîé
ïåðåìåííîé.

Ïðèîðèòåò âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â Mathematica ñòàíäàðòíûé:
äåéñòâèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, óìíîæåíèå, ñëîæåíèå. Âîïðîñ
î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿ òåõ èëè èíûõ îïåðàöèé, åñòåñòâåííî, î÷åíü âàæåí. Êàæ-
äîìó äåéñòâèþ (íå òîëüêî àðèôìåòè÷åñêîìó!) ïðèñâîåí ïðèîðèòåò; ýòî íàçûâàåòñÿ
precedence, ïðè÷åì ïîñòðîåíà ýòà ñèñòåìà òàê, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíî
ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèíÿòûì ìàòåìàòè÷åñêèì ñòàíäàðòàì, à âî-âòîðûõ, ÷òîáû óìåíü-
øèòü êîëè÷åñòâî êðóãëûõ ñêîáîê â âûðàæåíèÿõ. Íàïðèìåð, ïðèîðèòåò îïåðàöèé
ñðàâíåíèÿ íèæå, ÷åì ó àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ïîýòîìó ìîæíî ââîäèòü áåç
ñêîáîê a + b < c.
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Åùå îòìåòèì, ÷òî îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ âûäàí â âèäå íåïðàâèëüíîé
äðîáè (ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà). Äåëî â òîì, ÷òî ýòî òî÷íûé ðåçóëüòàò, òàê êàê
â âîïðîñå ó÷àñòâóþò òîëüêî öåëûå, òî åñòü òî÷íûå, ÷èñëà. Ïîïðîáóéòå, íàïðèìåð,
âìåñòî 4 ïîñòàâèòü 4. è ïîñìîòðèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ 1:
In[4]:= 4. ´ 5 - 7 � 6 + 14^2 - 3 H11 + 3L

Out[4]= 172.833

Ñîãëàñèòåñü, â ýòîì ÷òî-òî åñòü: ïðîãðàììà ñòàðàåòñÿ ðàáîòàòü êàê ìîæíî ëó÷-
øå, îáåñïå÷èâàÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ äëÿ äàííîãî âîïðîñà òî÷íîñòü îòâåòà.

Òåïåðü íåìíîãî áîëüøèõ ÷èñåë:
In[5]:= 2^1025

Out[5]= 359 538 626 972 463 181 545 861 038 157 804 946 723 595 �

395 788 461 314 546 860 162 315 465 351 611 001 926 265 �

416 954 644 815 072 042 240 227 759 742 786 715 317 579 �

537 628 833 244 985 694 861 278 948 248 755 535 786 849 �

730 970 552 604 439 202 492 188 238 906 165 904 170 011 �

537 676 301 364 684 925 762 947 826 221 081 654 474 326 �

701 021 369 172 596 479 894 491 876 959 432 609 670 712 �

659 248 448 274 432

Mathematica áóäåò ñ÷èòàòü òî÷íî, ïîêà õâàòèò ðåñóðñîâ, ïðåæäå âñåãî � ïà-
ìÿòè âàøåãî êîìïüþòåðà. Äëÿ íà÷èíàþùèõ ýêñòðåìàëîâ çàìåòèì, ÷òî òî÷íûé ðå-
çóëüòàò äëÿ 12128321825 íà ñòàðåíüêîì Intel Pentium 4, CPU 2.60 Hz ñ 1Gb RAM
áûë íàéäåí ïðèìåðíî çà 3 ìèíóòû. Àâòîðû íå îñìåëèëèñü âçãëÿíóòü íà ñàì îòâåò,
ïîñêîëüêó öèôð â íåì áîëüøå ÷åì àòîìîâ âî âñåëåííîé. ×àñòî â òî÷íîé ôîðìå îöå-
íèòü èëè èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äîâîëüíî òðóäíî. Ïîýòîìó çàäàäèì
òàêîé âîïðîñ:

N@%D

Ýòè çàãàäî÷íûå ñèìâîëû îçíà÷àþò ñëåäóþùåå: ïðèìåíèòü ê ïðåäûäóùåìó îòâå-
òó ôóíêöèþ ñ èìåíåì N. Â ñèñòåìå Mathematica î÷åíü ìíîãî (áîëåå òûñÿ÷è)
âñòðîåííûõ ôóíêöèé; ñ íåêîòîðûìè ìû ïîçíàêîìèìñÿ ¾ïî õîäó ïüåñû¿.

Çíàê ïðîöåíòà îçíà÷àåò ññûëêó íà ïðåäûäóùèé îòâåò, äâà çíàêà %% � íà ïðåä-
ïîñëåäíèé è ò. ä. Ýòî ýêîíîìèò âðåìÿ è ðåñóðñû. Îäíàêî åñëè âû âûïîëíÿëè ìíîãî
äåéñòâèé â Mathematica è õîòèòå èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò, íàéäåííûé, ñêàæåì, 137
âîïðîñîâ òîìó íàçàä, òî ïèñàòü ñòîëüêî çíàêîâ ïðîöåíòà, ïîæàëóé, íåñîëèäíî.
Åñòü ñïîñîá ïîëó÷øå: ÷òîáû èñïîëüçîâàòü îòâåò íà n-é ïî ïîðÿäêó âîïðîñ (ââîä)
â ñåññèè, äîñòàòî÷íî íàáðàòü Out[n] ëèáî %n. Ïîýòîìó ðàç ïðåäûäóùèé (ïîñëåä-
íèé ïî ïîðÿäêó) âûâîä èìååò íîìåð 5, òî âûøå âìåñòî çíàêà % ìîæíî áûëî áû
íàïèñàòü Out[5] èëè %5:

N@%5D èëè N@Out@5DD

1 Óâåðåíû, ÷òî çäåñü íå èìååò ñìûñëà îáñóæäàòü ðàçíèöó â êîìïüþòåðíîì ïðåäñòàâëåíèè öåëûõ
è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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Èòàê, çàïóñòèì êëåòêó
In[6]:= N@%D

Out[6]= 3.595386269724632 ´ 10308

Èñïîëüçîâàííàÿ çäåñü ôóíêöèÿ N[expr] âûäàåò ÷èñëåííîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
expr. Èìÿ ôóíêöèè � ñîêðàùåíèå îò numerical, òî åñòü ¾÷èñëåííûé¿.

Äëÿ çàïèñè âñåõ ôóíêöèé Mathematica âûðàáîòàíû îáùèå ïðèíöèïû: èìÿ ëþ-
áîé ôóíêöèè � àíãëèéñêîå ñëîâî, íà÷èíàþùååñÿ ñ çàãëàâíîé áóêâû è îáîçíà-
÷àþùåå òî äåéñòâèå, êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî (èíîãäà ýòî îáùåïðèíÿòîå
ñîêðàùåíèå); àðãóìåíòû ôóíêöèè � â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ è ïåðå÷èñëÿþòñÿ ÷å-
ðåç çàïÿòóþ. Ïîñëåäíåå îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê âñòðîåííûì, íî è ê îïðåäåëåííûì
ñàìèì ïîëüçîâàòåëåì ôóíêöèÿì. Òàêèå ïðèíöèïû ïîçâîëÿþò ëåãêî îòëè÷èòü, íà-
ïðèìåð, ôóíêöèþ p[a + b] îò ïðîèçâåäåíèÿ p(a + b).

Ïðè æåëàíèè ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ôóíêöèè. Â ñèñ-
òåìå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü áûñòðîé ïîäñêàçêè (on-line help): íóæíî íàáðàòü
â êëåòêå ââîäà âîïðîñèòåëüíûé çíàê è çà íèì èìÿ ôóíêöèè áåç ïðîáåëà, íàïðè-
ìåð ?N, è çàïóñòèòü ýòó êëåòêó íà âûïîëíåíèå. Åñëè ïîëó÷åííûõ ñâåäåíèé âàì
íåäîñòàòî÷íî � íàáåðèòå ??N, òîãäà óçíàåòå àòðèáóòû äàííîé ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ
îïöèé, óñòàíîâëåííûå ïî óìîë÷àíèþ.

Ôóíêöèÿ N èìååò è íåîáÿçàòåëüíûé âòîðîé àðãóìåíò (îí äîëæåí áûòü íàòó-
ðàëüíûì), êîòîðûé îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî òî÷íûõ çíàêîâ ïîëó÷àåìîãî ÷èñëà, êàê,
íàïðèìåð, ýòî ñäåëàíî â ñëåäóþùåé êëåòêå:

In[7]:= NB 10 , 30F

N@Π, 200D

Out[7]= 3.16227766016837933199889354443

Out[8]= 3.14159265358979323846264338327950288419716939937�

510582097494459230781640628620899862803482534211�

706798214808651328230664709384460955058223172535�

940812848111745028410270193852110555964462294895�

49303820

Â îäíîé êëåòêå çàäàíî äâà âîïðîñà � ïî âîïðîñó íà ñòðîêó, êàæäûé èìååò ñâîé
ïîðÿäêîâûé íîìåð.

Êðîìå òîãî, ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íà êëàâèàòóðå íåò ñèìâîëà π
è çíàêà êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Èõ ââîä îñóùåñòâëåí ñïåöèàëüíûìè êëþ÷àìè (íàáîðîì
êëàâèø), íàïðèìåð π íàáðàíî êàê Esc p Esc (p � ïåðâàÿ áóêâà â àíãëèéñêîì
íàïèñàíèè π; àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ è îñòàëüíûå ãðå÷åñêèå áóêâû), à

√
10 � êàê

Ctrl+2 10 (äîãîâîðèìñÿ, ÷òî çíàê ¾+¿, ñòîÿùèé â ðàìêå, îçíà÷àåò îäíîâðåìåí-
íîå íàæàòèå äâóõ è áîëåå êëàâèø).

Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòó π ìîæíî ââîäèòü è ïðîñòî êàê Pi, ÷òî, êîíå÷íî, ìåíåå
êðàñèâî, íî íå ìåíåå íàäåæíî. Òàêîé ïîäõîä îñîáåííî äîëæåí íðàâèòüñÿ òåì, êòî
ïðåäïî÷èòàåò ðàáîòàòü ñ êëàâèàòóðîé. Ëþáèòåëè ðàáîòàòü ìûøüþ ìîãóò äëÿ ââîäà
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ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ïàëèòðû (palettes). Ýòèõ ïà-
ëèòð â Mathematica íåñêîëüêî, íî ñàìóþ íåîáõîäèìóþ èç íèõ � Basic Math
Assistant � âû, âîçìîæíî, çàõîòèòå äåðæàòü ïîä ðóêîé. Äîáðàòüñÿ äî íåå î÷åíü
ëåãêî ÷åðåç îïöèþ ìåíþ Palettes. Íà ýòîé æå ïàëèòðå ðàçìåùåíû è âñòðîåííûå
êîíñòàíòû, è ðàçëè÷íûå äðóãèå ñòðóêòóðû ââîäà.

Î âåñüìà øèðîêèõ âîçìîæíîñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî íàáîðà â Mathematica ïîãî-
âîðèì â ðàçäåëå 1.5, ïîñâÿùåííîì îáîëî÷êå FrontEnd.

Ñëåäóþùàÿ êëåòêà ïîêàçûâàåò, ÷òî Mathematica áåç òðóäà ðàáîòàåò ñ êîì-
ïëåêñíûìè ÷èñëàìè:
In[9]:= H5 - 7 IL25

Out[9]= 46 473 901 622 040 515 072 000 +

227 247 671 433 189 562 093 568 ä

Ðåçóëüòàò òî÷íûé, ïîñêîëüêó è âîïðîñ ¾òî÷íûé¿; ìíèìàÿ åäèíèöà ââîäèòñÿ êàê I
(à òàêæå Esc ii Esc ); ïåðåõîä â ðåãèñòð âåðõíåãî èíäåêñà äëÿ óêàçàíèÿ ñòå-
ïåíè îñóùåñòâëåí íàáîðîì Ctrl+6 .

Â ñëåäóþùåé êëåòêå � íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè: ãèïåðáîëè÷åñêèé
êîòàíãåíñ, ýêñïîíåíòà, ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 2, êîñèíóñ è ñèíóñ (èõ àðãóìåíòû
çàäàþòñÿ â ðàäèàíàõ), ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà Y1(2), âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
êîìïëåêñíîé âåëè÷èíû:

In[10]:= ReBCoth@1.5 ID -

BesselY@1, 2D - Sin@Π � 3D LogB2, 15 F +

Exp@2 I Cos@60 DegreeDD

F

Out[10]= -1.0444

Åñëè âûðàæåíèå ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåëè÷èíó ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé (â äàí-
íîì ïðèìåðå � àðãóìåíò êîòàíãåíñà), òî è ðåçóëüòàò áóäåò âûäàí â òîì æå ôîðìàòå.
Ñðàâíèòå, íàïðèìåð:

In[11]:= 8Sin@2D, Sin@2.D, Sin@2D �� N<

Out[11]= 8Sin@2D, 0.909297, 0.909297<

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùèõ êëåòêàõ íàì íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àëèñü òàê íà-
çûâàåìûå âñòðîåííûå êîíñòàíòû, òî åñòü ñèìâîëû, çíà÷åíèå êîòîðûõ â Mathe-
matica çàðàíåå îïðåäåëåíî. Â ÷àñòíîñòè, áûëè èñïîëüçîâàíû êîíñòàíòû Pi, I,
Degree (çíà÷åíèå êîòîðîé, êàê íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ðàâíî π/180), à òàêæå E
(êîíñòàíòà Íåïåðà, èëè îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà e, ¾êðàñèâî¿ ââîäèò-
ñÿ êàê Esc ee Esc ) è ìíîãèå äðóãèå, ñì. òàáë. 1. Èìåíà âñòðîåííûõ êîíñòàíò
çàùèùåíû, èõ ïðåäóñìîòðåííûå ïî óìîë÷àíèþ çíà÷åíèÿ ïîëüçîâàòåëü íå ñìîæåò
ëåãêî èçìåíèòü.
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Òàáëèöà 1
Íåêîòîðûå âñòðîåííûå êîíñòàíòû ñèñòåìû Mathematica

¾Ïðîñòîé¿ ââîä ¾Êðàñèâûé¿ ââîä Êîììåíòàðèè

Pi Esc p Esc π ≈ 3.14159

I Esc ii Esc i2 = −1

E Esc ee Esc e ≈ 2.71828

Infinity Esc inf Esc ∞
Degree Esc deg Esc π/180

GoldenRatio (1 +
√

5 )/2 ≈ 1.61803

Mathematica ðàáîòàåò î÷åíü áûñòðî, è çà÷àñòóþ ðåçóëüòàò, êîòîðûé âû ïîëó÷à-
åòå, íåäîñòèæèì â äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ñèñòåìàõ. Ñëåäóþùàÿ êëåòêà èëëþñòðè-
ðóåò ñêîðîñòü ñ÷åòà:
In[12]:= Timing@180!D

Out[12]= 80.,

200896 062499134 299656951 336898466 838 917540�

340798867 777940435 335160044 860 953395980 941�

180138112 097309735 631594101 037 399609671 032�

132186331 495273609 598531966 730 972945653 558�

819806475 064353856 858157445 040 809209560 358�

463319644 664891114 256430017 824 141796753 818�

192338642 302693327 818731986 039 603200000 000�

000000000 000000000 000000000 000 000000<

Âîñêëèöàòåëüíûé çíàê, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò ôàêòîðèàë ÷èñëà, òî åñòü ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åãî íå ïðåâîñõîäÿùèõ. Ïîëíîå èìÿ ôóíêöèè,
êàê è ñëåäóåò îæèäàòü, Factorial[180]. Ôóíêöèÿ Timing ïîêàçûâàåò è âðåìÿ
â ñåêóíäàõ, ïîòðà÷åííîå íà ïîèñê îòâåòà, è ñàì îòâåò, îáúåäèíÿÿ èõ â ôèãóðíûå
ñêîáêè. Åñëè âàñ èíòåðåñóåò òîëüêî âðåìÿ ñ÷åòà, òî ìîæåòå, íàïðèìåð, ïîñòàâèòü
òî÷êó ñ çàïÿòîé ; ïîñëå àðãóìåíòà Timing. Ýòîò ñèìâîë âåñüìà ïîëåçåí, îí ¾çà-
ãëóøàåò¿ ëþáîé âûâîä íà ýêðàí:
In[13]:= Timing@5000!;D

Out[13]= 91.33357 ´ 10-17, Null=

Çäåñü Null è îçíà÷àåò îòñóòñòâèå âûâîäà. Âðåìÿ, íåïîñðåäñòâåííî ïîòðà÷åííîå
íà âû÷èñëåíèå, âïå÷àòëÿåò, íî ïðè ýòîì, êîíå÷íî, íå ñòîèò äóìàòü, ÷òî Mathe-
matica óìååò èçìåðÿòü ñòîëü ìàëûå âðåìåííûå èíòåðâàëû. Ïðîñòî âñå ïðîèçîøëî
î÷åíü áûñòðî, áûñòðåå ÷åì çà íåêîòîðûé, íàèìåíüøèé äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè
ñèñòåìû, ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Âåëè÷èíà ýòîãî ïðîìåæóòêà îïðåäåëåíà ñèñòåìíîé
ïîñòîÿííîé $TimeUnit è îáû÷íî ðàâíà îäíîé ìèëëèñåêóíäå.
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Ïåðåéäåì ê áîëåå èçîùðåííûì âîçìîæíîñòÿì êàëüêóëÿòîðà ïîä íàçâàíèåì Ma-
thematica. Äëÿ íà÷àëà � íåìíîãî ïðåäåëîâ. ¾Ïðåäåë¿ ïî-àíãëèéñêè � limit, ïîòîìó
è èìÿ ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðèìåðû âçÿòû èç çàäà÷íèêà Á.Ï. Äå-
ìèäîâè÷à ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó [2]:
In[14]:= LimitB

n3 ArcTanB
1

n3 Ix2 + 1M + n x
F TanB

Π

4
+

x

2 n
F
n

, n ® +¥F

Out[14]=

ã
x

1 + x2

In[15]:= LimitB
ArcSin@xD

x

1�x2

, x ® 0F

Out[15]= ã
1�6

Êîììåíòèðîâàòü òóò ïî÷òè íå÷åãî. Îáðàòèì òîëüêî âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòè
ìàòåìàòè÷åñêîãî íàáîðà; çäåñü ôîðìóëû ¾äâóìåðíûå¿, òî åñòü èìåþò äëèíó è âû-
ñîòó: ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü, ñòåïåíè è ò. ï. Åñëè âû íàáèðàåòå ôîðìóëû ñàìè
è åùå íå ðàçîáðàëèñü, êàê ââîäèòü òàêèå îáúåêòû (íà ñàìîì äåëå ýòî ñîâñåì
íåñëîæíî, ïîñìîòðèòå â îïöèè ìåíþ Insert îïöèþ Typesetting èëè âîñïîëü-
çóéòåñü ïàëèòðàìè ñ ïîìîùüþ îïöèè ìåíþ Palettes), òî ïðèìåíÿéòå îáû÷íûé
îäíîìåðíûé ââîä, íàïðèìåð:
In[16]:= Limit@Ha^x - a^bL � Hx - bL, x ® bD

Out[16]= ab Log@aD

è ïðè ýòîì àêêóðàòíî ðàññòàâëÿéòå ãðóïïèðóþùèå êðóãëûå ñêîáêè. Ñòðåëêà âî
âòîðîì àðãóìåíòå ôóíêöèè Limit ìîæåò áûòü ââåäåíà êàê -> (ìèíóñ è çíàê
¾áîëüøå¿) èëè Esc -> Esc .

Îòìåòèì, ÷òî Mathematica èñïîëüçóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñêîáîê, íà-
ïðèìåð:

• êðóãëûå ñêîáêè ( ) ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè âûðàæåíèé;

• îäèíî÷íûå êâàäðàòíûå ñêîáêè [ ] èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óêàçàíèÿ àðãóìåíòîâ
ôóíêöèé;

• ôèãóðíûå ñêîáêè { } íåîáõîäèìû ïðè ôîðìèðîâàíèè ñïèñêîâ;

• äâîéíûå êâàäðàòíûå ñêîáêè [[ ]] ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïðåäåëåí-
íûì ýëåìåíòàì ñïèñêà (êðàòêàÿ ôîðìà çàïèñè ôóíêöèè Part);

• êîììåíòàðèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñêîáêè (* *);

• óãëîâûå ñêîáêè <> èñïîëüçóþòñÿ ïðè ¾ñêëåèâàíèè¿ ñòðîê (êðàòêàÿ ôîðìà
çàïèñè ôóíêöèè StringJoin).
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Ñëåäóþùàÿ êëåòêà åùå ðàç èëëþñòðèðóåò, ÷òî Mathematica ìîæåò íå òîëü-
êî ðàáîòàòü ñ ÷èñëàìè, íî è âûïîëíÿòü àíàëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ, ê íàèáîëåå
õàðàêòåðíûì èç êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå.

In[17]:= DASinAArcTanAx2 + aEE, xE �� Simplify

H* SimplifyADASinAArcTanAx2+aEE,xEE *L

Out[17]=

2 x

I1 + Ia + x2M
2
M
3�2

Íåñëîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ D, èìåþùàÿ äâà àðãóìåíòà, äàåò âîçìîæ-
íîñòü íàéòè ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ñâîåãî ïåðâîãî àðãóìåíòà ïî ïåðåìåííîé, óêà-
çàííîé âî âòîðîì àðãóìåíòå.

Ôóíêöèÿ Simplify, ñòîÿùàÿ ïîñëå ñèìâîëîâ //, êàê ñëåäóåò èç åå èìåíè,
óïðîùàåò ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ñèìâîëû // óêàçûâàþò íà òî, ÷òî
çäåñü èñïîëüçîâàíà òàê íàçûâàåìàÿ ñóôôèêñíàÿ ôîðìà çàïèñè ôóíêöèè 1, êîãäà
ñàìà ôóíêöèÿ ïèøåòñÿ ïîñëå ñâîåãî àðãóìåíòà. Òàêæå â êëåòêå ââîäà ïîêàçàíî,
êàê âûãëÿäèò òðàäèöèîííàÿ ôîðìà çàïèñè, àíàëîãè÷íàÿ ñóôôèêñíîé. Ýòà ñòðî-
êà, ñëåäóÿ ñèíòàêñèñó Mathematica, çàêîììåíòèðîâàíà ïàðàìè ñèìâîëîâ (* è *).
Óïîìÿíåì åùå îäíó ôîðìó çàïèñè ôóíêöèé � ïðåôèêñíóþ, âêëþ÷àþùóþ ñèì-
âîë @ è îñîáåííî óäîáíóþ, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ öåïî÷êà ôóíêöèé (ñóïåðïîçèöèÿ).
Ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ ýòèõ ôîðì çàïèñè ïðîèëëþñòðèðîâàíà íèæå:
In[18]:= Sin@xD

Sin�x

x �� Sin

Out[18]= Sin@xD

Out[19]= Sin@xD

Out[20]= Sin@xD

Íóæíî îáÿçàòåëüíî ïîìíèòü, ÷òî ðàçíûå ôîðìû çàïèñè îäíîé è òîé æå ôóíêöèè
èìåþò ðàçëè÷íûé ïðèîðèòåò âûïîëíåíèÿ (precedence): ó ñóôôèêñíîé, íàïðèìåð, îí
âåñüìà íèçêèé, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f â expr//f ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåìó âûðàæåíèþ
expr), à ó ïðåôèêñíîé çíà÷èòåëüíî âûøå (äàæå âûøå, ÷åì ó îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü), è ýòî íóæíî ó÷èòûâàòü. Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü
ñëåäóþùèå òðè êëåòêè, â êîòîðûõ ïîêàçàíî, â ÷åì ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå òðåõ ôîðì
çàïèñè ôóíêöèé:
In[21]:= f@x + yD

x + y �� f

Out[21]= f@x + yD

Out[22]= f@x + yD

1 Â àíãëèéñêîì ÿçûêå íåò îêîí÷àíèé è ñóôôèêñ ñòîèò â êîíöå ñëîâà.
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In[23]:= f�x + y

f�Hx + yL

Out[23]= y + f@xD

Out[24]= f@x + yD

In[25]:= f�x^y

f�Hx^yL

f�xy

Out[25]= f@xDy

Out[26]= f@xyD

Out[27]= f@xyD

Îáðàòèòå òàêæå âíèìàíèå íà òî, ÷òî Mathematica óêàçûâàåò íîìåð òîëüêî äëÿ
ïåðâîãî âîïðîñà, åñëè â êëåòêå ââîäà èõ íåñêîëüêî. Ïðè ýòîì, îäíàêî, âñå îòâåòû
ïîìåùàþòñÿ â îòäåëüíûå êëåòêè âûâîäà, êàæäàÿ èç íèõ ïðîíóìåðîâàíà.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå � òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ îò sin(x + a) cos x ïî x. Ïåðåìåí-
íàÿ a ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ êàê ïàðàìåòð, îò x íå çàâèñÿùèé. Âòîðîé
àðãóìåíò ôóíêöèè D èìååò áîëåå ñëîæíóþ, íî âïîëíå î÷åâèäíóþ ñòðóêòóðó: ïåðå-
ìåííàÿ è êîëè÷åñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé:

In[28]:= D@Sin@x + aD Cos@xD, 8x, 3<D

Out[28]= -4 Cos@xD Cos@a + xD + 4 Sin@xD Sin@a + xD

Íà ñàìîì äåëå êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè D, óêàçûâàþùèõ ïî êàêîé ïå-
ðåìåííîé è ñêîëüêî ðàç áðàòü ïðîèçâîäíóþ, íå îãðàíè÷åíî. Ýòî îñîáåííî óäîáíî,
åñëè âàì íóæíî íàéòè ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âûñøåãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, è â ïåð-
âîì àðãóìåíòå ìîæíî óêàçûâàòü ëþáîå ÷èñëî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Íóæíî
òîëüêî îáúåäèíèòü èõ â çíàêîìûé íàì óæå ñïèñîê, òî åñòü çàïèñàòü â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ ÷åðåç çàïÿòóþ, íàïðèìåð:

In[29]:= D@8Sin@xD Log@yD z, Sin@x y + zD<,

8x, 3<, z, 8y, 2<D

Out[29]= :
Cos@xD

y2
,

6 x y2 Cos@x y + zD + 6 y Sin@x y + zD - x2 y3 Sin@x y + zD>

Îòâåò ïîëó÷åí òàêæå â âèäå ñïèñêà (ìàññèâà) äâóõ ýëåìåíòîâ. Åñëè òðåáóåòñÿ
íàéòè ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè èëè åå äèôôåðåíöèàë, òî èñïîëüçóéòå Dt,
îáîáùàþùóþ äåéñòâèå D.
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Äàëüøå � áîëüøå. Èíòåãðèðîâàíèå:
In[30]:= Integrate@

Sin@xD Sin@2 xD Sin@3 xD Sin@4 xD Sin@5 xD, xD

à Sin@Log@x + aDD âx

Out[30]= -
Cos@xD

16
-

1

48
Cos@3 xD -

1

80
Cos@5 xD +

1

176
Cos@11 xD +

1

208
Cos@13 xD -

1

240
Cos@15 xD

Out[31]=

1

2
Ha + xL H-Cos@Log@a + xDD + Sin@Log@a + xDDL

Âîîáùå, èíòåãðàòîð, îòâåòñòâåííûé â ñèñòåìå Mathematica çà àíàëèòè÷å-
ñêîå èíòåãðèðîâàíèå, ïðåäìåò çàêîííîé ãîðäîñòè ðàçðàáîò÷èêîâ. Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî ñèñòåìà ñïîñîáíà íàéòè ïðàêòè÷åñêè âñå áåðóùèåñÿ íåîïðåäåëåííûå èíòåãðà-
ëû. Ôóíêöèÿ Integrate èìååò î÷åâèäíûå ïî ñìûñëó äâà àðãóìåíòà. Îòìåòèì
ñïåöèàëüíûå ñèìâîëû âî âòîðîé ñòðîêå êëåòêè ââîäà: çíàê èíòåãðàëà, êîòîðûé
ââîäèòñÿ êàê Esc int Esc , à òàêæå äèôôåðåíöèàë Esc dd Esc . Â îáû÷íîé
îäíîìåðíîé çàïèñè çàäàíèå âûãëÿäåëî áû òàê: Integrate[Sin[Log[x+a]],x].
Ïåðåìåííàÿ a ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð.

Äâà áîëåå ñëîæíûõ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëà:

In[32]:= à
âx

x x4 - 2 x2 - 1

Out[32]= -
1

2
ArcTanB

1 + x2

-1 - 2 x2 + x4
F

In[33]:= à x 1 + x2 LogB x2 - 1 F âx

Out[33]=

1

18
12 2 ArcTanhB

1 + x2

2
F +

1 + x2 I-2 I7 + x2M + 3 I1 + x2M LogA-1 + x2EM

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ðàáîòó ñ îïðåäåëåííûìè èíòåãðàëàìè, ïðè-
÷åì èñïîëüçóåòñÿ òà æå ôóíêöèÿ Integrate, ÷òî è äëÿ íåîïðåäåëåííûõ:
In[34]:= Integrate@

Sin@xD Sin@2 xD Sin@3 xD Sin@4 xD Sin@5 xD,

8x, 0 , Π � 2<D
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Out[34]=

64

715

Çàäàí ¾òî÷íûé¿ âîïðîñ, è îòâåò � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � òàêæå òî÷åí. Âòîðîé àð-
ãóìåíò ôóíêöèè, çàêëþ÷åííûé â ôèãóðíûå ñêîáêè, óêàçûâàåò êàê ïåðåìåííóþ, òàê
è ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Mathematica ñíà÷àëà íàõîäèò ïåðâîîáðàçíóþ, à ïîòîì
ïîäñòàâëÿåò çàäàííûå ïðåäåëû, òî åñòü ðàáîòàåò ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.

Ïåðâîîáðàçíóþ ìîæíî íàéòè íå âñåãäà, íî ñîñ÷èòàòü èíòåãðàë ÷èñëåííî �
äðóãîå äåëî:
In[35]:= NIntegrate@Sin@xD Sin@2 xD

Sin@3 xD Sin@4 xD Sin@5 xD, 8x, 0 , Π � 2<D

Out[35]= 0.0895105

Èíòåðåñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé îïåðàöèè ôóíêöèÿ â Mathematica àíàëî-
ãè÷íà Integrate, íî íà÷èíàåòñÿ ñ çàãëàâíîé N, êîòîðàÿ, íàïîìíèì, ïðåäñòàâëÿåò
âûðàæåíèå â ïðèáëèæåííîì (÷èñëåííîì) âèäå. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, åå äåéñòâèå
ìîæíî îïèñàòü êàê N@Integrate. Âîîáùå â Mathematica äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ òàêèå ïàðû ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ âûïîëíÿåò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå
äåéñòâèå, à âòîðàÿ � ïðèáëèæåííîå ÷èñëåííîå, è ê èìåíè ïåðâîé äîáàâëÿåòñÿ N.

Ïî óìîë÷àíèþ â êà÷åñòâå ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóðû
Ãàóññà. Ñëåäóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òîáû ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà ïðèîá-
ðåòàëà áû ÷èñëîâîå çíà÷åíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå NIntegrate ïðîñòî îòêàæåòñÿ
ðàáîòàòü, íàïðèìåð:
In[36]:= NIntegrate@Sin@xD, 8x, 0, a<D

NIntegrate@Sin@a xD, 8x, 0, Π<D

NIntegrate ::nlim :

x = a is not a valid limit of integration . �

Out[36]= NIntegrate@Sin@xD, 8x, 0, a<D

NIntegrate ::inumr :

The integrand Sin@a xD has evaluated to

non-numerical values for all

sampling points in the region

with boundaries 880, 3.14159 <<. �

Out[37]= NIntegrate@Sin@a xD, 8x, 0, Π<D

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïàðàìåòð a íå îïðåäåëåí (íå èìååò ÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ), ïðè ýòîì
ñíà÷àëà ¾ïëîõèì¿ îêàçûâàåòñÿ ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ, à çàòåì � ñàìà ïîäûíòåã-
ðàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Äëÿ ¾äâóìåðíîãî¿ ââîäà îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ñïå-
öèàëüíûå êëþ÷è; íàïðèìåð, òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàâèø

Esc int Esc Ctrl+= 0 Ctrl+5 1 Ctrl+Space x Esc dd Esc x

ñîçäàñò â êëåòêå ââîäà èíòåãðàë

à

0

1

x âx

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò Integrate[x,{x,0,1}]. Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííîå íàæà-
òèå êëàâèøè Ctrl è ïðîáåëà, ÷òî îáîçíà÷åíî âûøå êàê Ctrl+Space , âîçâðà-
ùàåò êóðñîð â áàçîâîå ïîëîæåíèå â ñòðîêå.

Êðàòíûå (äâîéíûå, òðîéíûå è ò. ä.) èíòåãðàëû òàêæå âïîëíå ïî ñèëàì ôóíêöèè
Integrate:

In[38]:= à

0

Π�4

à

0

4 x

Sin@x + yD ây âx

Out[38]=

3 2

5

Äâóìåðíûé íàáîð âûïîëíåí ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ êëþ÷åé. Â îäíîìåðíîé çà-
ïèñè ýòî âûãëÿäèò òàê:

In[39]:= IntegrateBSin@x + yD, :x, 0,
Π

4
>, 8y, 0, 4 x<F

Out[39]=

3 2

5

Âàæíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçàíèÿ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ â Integrate:
ñíà÷àëà âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ, à ïîòîì âíóòðåííÿÿ. Íå ïåðåïóòàéòå! Mathematica
âñåãäà äåëàåò òîëüêî òî, ÷òî ïîïðîñèòå, òàê ÷òî ïåíÿéòå íà ñåáÿ.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êàê è â îäíîìåðíîì,
âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèåé NIntegrate. Çäåñü ïðàâèëüíîå îïèñàíèå îáëàñòè èíòåã-
ðèðîâàíèÿ ¾æèçíåííî¿ âàæíî � åñëè âû îøèáåòåñü, òî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
ïðîñòî íå ïîëó÷èò òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ (òî åñòü îíà íå áóäåò ïðèíèìàòü ÷èñëî-
âûå çíà÷åíèÿ) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîÿâèòñÿ óæå âñòðå÷àâøååñÿ íàì ñîîáùåíèå îá
îøèáêå:

In[40]:= NIntegrateBCos@x + yD, :x, 0,
Π

4
>, 8y, 0, 4 x<F

NIntegrateBCos@x + yD, 8y, 0, 4 x<, :x, 0,
Π

4
>F
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Out[40]= 0.0485281

NIntegrate ::nlim :

y = 4 x is not a valid limit of integration . �

Out[41]= NIntegrateBCos@x + yD, 8y, 0, 4 x<, :x, 0,
Π

4
>F

Ñèñòåìà Mathematica îáëàäàåò îãðîìíûìè âîçìîæíîñòÿìè ðàáîòû â ðåæèìå
èíòåðïðåòàòîðà, âûïîëíÿÿ ðàçíîîáðàçíûå ñèìâîëüíûå îïåðàöèè, íàïðèìåð ðàçëî-
æåíèå íà ïðîñòåéøèå ñîìíîæèòåëè:

In[42]:= FactorAx65 + y65E

Out[42]= Hx + yL Ix4 - x3 y + x2 y2 - x y3 + y4M

Ix12 - x11 y + x10 y2 - x9 y3 + x8 y4 - x7 y5 +

x6 y6 - x5 y7 + x4 y8 - x3 y9 + x2 y10 - x y11 + y12M

Ix48 + x47 y - x43 y5 - x42 y6 + x38 y10 + x37 y11 - x35 y13 -

x34 y14 - x33 y15 - x32 y16 + x30 y18 + x29 y19 + x28 y20 +

x27 y21 - x25 y23 - x24 y24 - x23 y25 + x21 y27 + x20 y28 +

x19 y29 + x18 y30 - x16 y32 - x15 y33 - x14 y34 - x13 y35 +

x11 y37 + x10 y38 - x6 y42 - x5 y43 + x y47 + y48M

Îáðàòíóþ îïåðàöèþ ñâåðòûâàíèÿ âûðàæåíèÿ â ïðîñòóþ ôîðìó âûïîëíÿåò, â ÷àñò-
íîñòè, óæå âñòðå÷àâøàÿñÿ íàì ôóíêöèÿ Simplify:

In[43]:= Simplify@%D

Out[43]= x65 + y65

Ê òîìó æå êëàññó ôóíêöèé îòíîñÿòñÿ Expand, Apart, Together è ðÿä äðó-
ãèõ, ïîçâîëÿþùèõ ïðîèçâîäèòü ðàçëè÷íûå ìàíèïóëÿöèè ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè âûðà-
æåíèÿìè, â òîì ÷èñëå è ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè (ðàñêðûâàòü ñêîáêè, ïðèâîäèòü
ïîäîáíûå ÷ëåíû, ðàñêëàäûâàòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè è ò. ï.):

In[44]:= ApartB
x + 1

Ix2 + 1M Hx - 2L x2
F

Out[44]=

3

20 H-2 + xL
-

1

2 x2
-

3

4 x
+

1 + 3 x

5 I1 + x2M

In[45]:= ExpandAHa + bL7E

Out[45]= a7 + 7 a6 b + 21 a5 b2 + 35 a4 b3 +

35 a3 b4 + 21 a2 b5 + 7 a b6 + b7
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In[46]:= TrigReduce@8 Sin@xD Sin@2 xD Sin@3 xD Sin@4 xD D

Out[46]= 1 - Cos@6 xD - Cos@8 xD + Cos@10 xD

Ôóíêöèÿ FactorIntegrer ðàñêëàäûâàåò öåëîå ÷èñëî íà ïðîñòûå äåëèòåëè:

In[47]:= MyNumber = 81 765 593 871 073 292 309 348 345 125

k = FactorInteger@MyNumberD

Out[47]= 81 765 593 871 073 292 309 348 345 125

Out[48]= 885, 3<, 819, 2<, 81087, 1<,

82 258 573, 1<, 84 410 613, 1<, 8167 336 527, 1<<

Çäåñü ïåðåìåííîé ñ èìåíåì MyNumber ïðèñâîåíî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå, ïðè÷åì äëÿ
ýòîãî èñïîëüçîâàí çíàê =. Îòâåò Mathematica âûäàëà â âèäå ñïèñêà (list), êàæäûé
ýëåìåíò êîòîðîãî � ïàðà ÷èñåë (òîæå ñïèñîê), ïðè÷åì ïåðâîå èç íèõ � ïðîñòîé
äåëèòåëü ÷èñëà, à âòîðîå � åãî ñòåïåíü. Î òîì, êàê ðàáîòàòü ñî ñïèñêàìè, áóäåò
ðàññêàçàíî â ðàçäåëå 1.3. Ïðîâåðèì, âñå ëè â ïîðÿäêå:

In[49]:= 53 192 1087 ´ 2 258 573 ´ 4 410 613 ´ 167 336 527

% � MyNumber

Out[49]= 81 765 593 871 073 292 309 348 345 125

Out[50]= True

Ïåðâàÿ ñòðîêà â êëåòêå ââîäà ïîíÿòíà. Âî âòîðîé � ñ ïîìîùüþ çíàêà îïåðàöèè
ñðàâíåíèÿ == ìû ñîïîñòàâëÿåì ïåðåìåííóþ MyNumber ñ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ.
Îòâåò True ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñîâïàäàþò.

Âî èçáåæàíèå âîçìîæíûõ íåäîðàçóìåíèé çàìåòèì, ÷òî Mathematica ðàçëè÷àåò
ëàòèíèöó è êèðèëëèöó. È åñëè ãäå-òî ñëó÷àéíî âû âìåñòî ¾èêñ¿ íàáåðåòå ¾õà¿, òî
äîëãî áóäåòå èñêàòü îøèáêó!

In[51]:= x = 4; x = 3;

x + x

x + x

x =.; x =.;

Out[52]= 8

Out[53]= 6

Çäåñü ¾èêñó¿ ïðèñâîåíî çíà÷åíèå 4, à áóêâå ¾õà¿ � 3. Âíåøíå ýòè ñèìâîëû â ñòàí-
äàðòíîì øðèôòå Mathematica ìàëî ðàçëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó è òàêèå ñòðàííûå, íà
ïåðâûé âçãëÿä, ðåçóëüòàòû. Îïåðàöèÿ ïðèñâàèâàíèÿ âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ çíà-
êà =. Âîîáùå, Mathematica ïîêà ÷òî íåìíîãî íåäîëþáëèâàåò êèðèëëèöó, ïîýòîìó
íàø ñîâåò � ïðîñòî íå óâëåêàòüñÿ åå èñïîëüçîâàíèåì.
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Çàéìåìñÿ òåïåðü ðåøåíèåì ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì â Mathematica. Íà÷-
íåì ñ ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, âîñïîëüçîâàâøèñü óñëóãàìè ôóíêöèè Solve:
In[55]:= SolveAx3 - 6 x + 4 == 0, xE

SolveB 2 x - 1
3

� x, xF

SolveBLog@x - aD � LogB 2 x - 1 F, xF

SolveB: x + y � 2, x - y � 1>, 8x, y<F

Out[55]= :8x ® 2<, :x ® -1 - 3 >, :x ® -1 + 3 >>

Out[56]= :8x ® 1<, :x ®
1

2
J-1 + 5 N>>

Out[57]= ::x ® 1 - 2 a + a>, :x ® 1 + 2 a + a>>

Out[58]= ::x ®
1

2
J7 - 13 N, y ®

1

2
J5 - 13 N>>

Ñèíòàêñèñ ñîâåðøåííî ïðîçðà÷åí: ñíà÷àëà óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà óðàâíåíèé â ôè-
ãóðíûõ ñêîáêàõ, à çàòåì � íåèçâåñòíûå. Ïîëó÷åíû òî÷íûå (àíàëèòè÷åñêèå) ðå-
çóëüòàòû, ïðè÷åì íå òîëüêî äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îòâåòû èìåþò ñïå-
öèàëüíûé âèä, ýòî òàê íàçûâàåìûå ïðàâèëà òðàíñôîðìàöèè (transformation rules),
ïðè ïîìîùè êîòîðûõ, íàïðèìåð, â ëþáîì âûðàæåíèè ìîæíî ïðîâåñòè ïîäñòàíîâêó,
çàìåíÿþùóþ îáúåêò, ðàñïîëîæåííûé â ïðàâèëå ñëåâà îò ñòðåëêè, íà îáúåêò, ñòîÿ-
ùèé ñïðàâà. Ñàìà ïîäñòàíîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿìè Replace
èëè ReplaceAll. Ïîñëåäíÿÿ èìååò óäîáíóþ êðàòêóþ ôîðìó çàïèñè /.:
In[59]:= Solve@8x + 2 y � a, 2 x + 5 y � b<, 8x, y<D

Exp@xD + Sin@yD �. %

Out[59]= 88x ® 5 a - 2 b, y ® -2 a + b<<

Out[60]= 9ã
5 a-2 b

- Sin@2 a - bD=

Êîíå÷íî, Solve äàëåêî íå âñåãäà íàõîäèò âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, î ÷åì îíà
÷åñòíî ïðåäóïðåæäàåò, âûâîäÿ ñîîáùåíèå:
In[61]:= Solve@Sin@xD � Sin@2 xD, xD

Solve::ifun :

Inverse functions are being used by Solve, so some solutions

may not be found ; use Reduce for

complete solution information . �

Out[61]= :8x ® 0<, :x ® -
Π

3
>, :x ®

Π

3
>>
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Â òàêèõ ñëó÷àÿõ çà÷àñòóþ âûðó÷àåò áîëåå ìîùíàÿ ôóíêöèÿ Reduce ñ àíàëî-
ãè÷íûì ñèíòàêñèñîì:
In[62]:= Reduce@Sin@xD � Sin@2 xD, xD

Out[62]= C@1D Î Integers && Kx � 2 Π C@1D ÈÈ x � -
Π

3
+ 2 Π C@1D ÈÈ

x �
Π

3
+ 2 Π C@1D ÈÈ x � Π + 2 Π C@1DO

Ôóíêöèÿ NSolve ÷èñëåííî îïðåäåëÿåò êîðíè ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ
ñèñòåì. Ïî ñóòè, åå ðàáîòà ýêâèâàëåíòíà ïðèìåíåíèþ ôóíêöèè N ê ðåçóëüòàòàì
ðàáîòû Solve:
In[63]:= NSolveAx6 - x5 + 2 x3 - 3 � 0, xE

Out[63]= 88x ® -1.25187<, 8x ® -0.429579 - 0.852428 ä<,

8x ® -0.429579 + 0.852428 ä<,

8x ® 0.996562 - 1.16597 ä<,

8x ® 0.996562 + 1.16597 ä<, 8x ® 1.11791<<

In[64]:= NSolveA92 x2 - 2 x y + 5 � y, y2 - 3 � x2=, 8x, y<E

Out[64]= 88x ® 1.79029, y ® 2.49101<,

8x ® -0.0201446 - 1.75263 ä,

y ® -0.120505 - 0.292983 ä<,

8x ® -0.0201446 + 1.75263 ä,

y ® -0.120505 + 0.292983 ä<<

Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé, êîãäà è ïîäóìàòü îá àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè
íåâîçìîæíî, ãîäèòñÿ ôóíêöèÿ FindRoot:
In[65]:= FindRoot@Cos@Sin@xDD � Exp@x^2 - 1D, 8x, 1<D

Out[65]= 8x ® 0.834305<

Îíà íàõîäèò ïðèáëèæåííîå (÷èñëåííîå) ðåøåíèå, èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êó, â êîòîðîé
óêàçàííîå ðàâåíñòâî èëè ñèñòåìà ðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ñ îïðåäåëåííîé, çàðàíåå
çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ó ôóíêöèè äâà àðãóìåíòà: ïåðâûé � ýòî òî óðàâíåíèå, êî-
ðåíü êîòîðîãî ìû èùåì, â íàøåì ñëó÷àå ýòî cos(sin x) = exp(x2 − 1), à âòîðîé
çàêëþ÷åí â îáúåäèíÿþùèå ôèãóðíûå ñêîáêè è óêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå çàäàíî
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, à òàêæå ÷òî òî÷êîé, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîèñê ðåøå-
íèÿ (íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì), áóäåò x0 = 1. Ïî óìîë÷àíèþ ôóíêöèÿ FindRoot
ðåàëèçóåò ìåòîä Íüþòîíà ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì èòåðàöèé 100. Ïîñêîëüêó óðàâ-
íåíèå íåëèíåéíîå, îíî ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî êîðíåé, íî ìû ïîëó÷àåì òîëüêî îäèí
èç íèõ, ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ èòåðàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ñ âûáðàííîé íà÷àëüíîé
òî÷êè x0. Åñëè èçìåíèì x0, òî, âîçìîæíî, íàéäåì äðóãîå ðåøåíèå, íàïðèìåð:
In[66]:= FindRoot@Cos@Sin@xDD � Exp@x^2 - 1D, 8x, -2<D

Out[66]= 8x ® -0.834305<
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Ìîæåò áûòü, ïðîöåññ è íå ñîéäåòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ çà çàäàííîå ïî óìîë-
÷àíèþ ÷èñëî èòåðàöèé, òîãäà Mathematica ñîîáùèò îá ýòîì íà ñâîåì ðîäíîì àí-
ãëèéñêîì ÿçûêå:
In[67]:= FindRoot@Cos@Sin@xDD � Exp@x^2 - 1D, 8x, -10<D

FindRoot ::cvmit :

Failed to converge to the requested accuracy or

precision within 100 iterations . �

Out[67]= 8x ® -1.1589<

Îòâåò, êîíå÷íî, ïîëó÷åí, íî äîâåðÿòü åìó íå ðåêîìåíäóåòñÿ. Âîò êàêèå çíà÷åíèÿ
ïðèíèìàþò ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ â íàéäåííîé òî÷êå:
In[68]:= 8Cos@Sin@xDD, Exp@x^2 - 1D< �. %

Out[68]= 80.608711, 1.40923<

Êàê âèäèòå, ñîâñåì íå òî. Óâåëè÷èâ äîïóñòèìîå ÷èñëî èòåðàöèé ñ ïîìîùüþ òàê
íàçûâàåìîé îïöèè, âñå æå äîáüåìñÿ ñâîåãî:
In[69]:= FindRoot@Cos@Sin@xDD � Exp@x^2 - 1D,

8x, -10<, MaxIterations ® 150D

8Cos@Sin@xDD, Exp@x^2 - 1D< �. %

Out[69]= 8x ® -0.834305<

Out[70]= 80.737909, 0.737909<

Ôóíêöèÿ DSolve àíàëèòè÷åñêè ðåøàåò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ
ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå âñòðîåííûå àëãîðèòìû, â òîì ÷èñëå òå, êîòîðûå
ïðèìåíåíû â Integrate è Solve. Ñíà÷àëà äàäèì ïåðåìåííîé ñ èìåíåì eqn
çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áóäåì ðåøàòü:

In[71]:= eqn = y’’@xD -
y’@xD

x
� x Sin@xD �� TraditionalForm

Out[71]//TraditionalForm=

y¢¢HxL-
y¢HxL

x
� x sinHxL

Øòðèõ ïîñëå y â êëåòêå ââîäà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé. Íàáèðàåòñÿ ýòîò øòðèõ êëàâèøåé ¾êàâû÷êà¿. Ïîëíàÿ çàïèñü (òî åñòü
FullForm, ïîëíîå èìÿ ôóíêöèè) äëÿ y' èìååò âèä Derivative[1][y], à äëÿ
y'', î÷åâèäíî, Derivative[2][y].

Íà ñàìîì äåëå óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü Derivative êàê îïåðàòîð äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðîì, â êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ âçÿòà òîëüêî îò
ôóíêöèè Sin:
In[72]:= Sin’@x + x^2D

Out[72]= CosAx + x2E
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Ôóíêöèÿ TraditionalForm âûâîäèò âûðàæåíèå â òðàäèöèîííîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé íîòàöèè � ýòî ëèøü îïðåäåëåííûé ôîðìàò îòîáðàæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ñðàâíèòå âûâîä â òðàäèöèîííîé è ðàáî÷åé (îáû÷íîé äëÿ Mathematica)
çàïèñè, çàïóñòèâ êëåòêó ñ eqn. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî TraditionalForm
áûëà ïðèìåíåíà ê ïåðåìåííîé eqn ïîñëå òîãî, êàê ýòà ïåðåìåííàÿ ïîëó÷èëà ñâîå
çíà÷åíèå, è ïîýòîìó ïî ñóòè íå èçìåíèëà åãî. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå
îòëè÷èå îò ïîõîæåé çàïèñè, ãäå ïåðåìåííàÿ eqn1 ïîëó÷àåò çíà÷åíèå óæå â ôîð-
ìàòå TraditionalForm, õîòÿ âûâîäû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîâåðøåííî îäèíàêîâû:

In[73]:= eqn1 = y’’@xD -
y’@xD

x
� x Sin@xD �� TraditionalForm

Out[73]//TraditionalForm=

y¢¢HxL-
y¢HxL

x
� x sinHxL

Ó DSolve òðè îáÿçàòåëüíûõ àðãóìåíòà: äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ôóíê-
öèÿ, êîòîðóþ ìû èùåì, è ïåðåìåííàÿ, îò êîòîðîé çàâèñèò íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ:
In[74]:= DSolve@eqn, y, xD

Out[74]= ::y ® FunctionB8x<,

1

2
x2 C@1D + C@2D - Cos@xD - x Sin@xDF>>

Íå áóäåì âäàâàòüñÿ â äåòàëè, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî îòâåò ïîëó÷åí â âèäå ïðàâèëà
ïîäñòàíîâêè äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè y äà åùå è êàê ñïèñîê ñïèñêîâ (äâå ïàðû
ôèãóðíûõ ñêîáîê), ïðè ýòîì, ñàìî ñîáîé, ïîÿâèëèñü äâå íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû
èíòåãðèðîâàíèÿ, îáîçíà÷åííûå ïî óìîë÷àíèþ êàê C[1] è C[2].

Ñëåäóþùóþ êëåòêó ââîäà òîæå îñòàâèì ïî÷òè áåç êîììåíòàðèåâ. Â íåé ìû
ïðèìåíÿåì (â Mathematica ýòî íàçûâàåòñÿ ¾ïîäñòàâëÿåì¿) íàéäåííîå ðåøåíèå
ïðè ïîìîùè îïåðàöèè /. (ïîëíîå èìÿ ôóíêöèè � ReplaceAll), äàåì åìó èìÿ
solution è âûâîäèì åãî â òðàäèöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé íîòàöèè:

In[75]:= solution = First@y �. DSolve@eqn, y, xDD;

solution@xD �� TraditionalForm

Out[76]//TraditionalForm=

c1 x2

2
+ c2 - x sinHxL- cosHxL

Ðàç åñòü DSolve, òî ãäå-òî íåïîäàëåêó åñòü è NDSolve, êîòîðàÿ äîëæíà ðå-
øàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷èñëåííî. Íî îá ýòîì ÷óòü ïîçæå, à ïîêà
íåìíîãî ïîðèñóåì.

Ðàçëè÷íûå ðèñóíêè è ãðàôèêè â Mathematica ëåãêî ãåíåðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
òàê íàçûâàåìûõ ãðàôè÷åñêèõ ôóíêöèé Plot, Plot3D è ò. ä.:
In[77]:= Plot@Exp@Sin@xDD + Exp@Sin@5 xDD,

8x, 0, 10<, PlotStyle ® 8Black, Thick<D
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Out[77]=

2 4 6 8 10

2

3

4

5

Çäåñü ó Plot òðè àðãóìåíòà. Ïåðâûå äâà â òî÷íîñòè ïîâòîðÿþò àðãóìåíòû
ôóíêöèè NIntegrate è îïðåäåëÿþò, ÷ò�î ðèñóåì è ãäå (â êàêîì ïðîìåæóòêå)
ýòî äåëàåì. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, óêàçûâàåòñÿ è ïåðåìåííàÿ, îò êîòîðîé çàâèñèò
èçîáðàæàåìàÿ íà ãðàôèêå ôóíêöèÿ. Òðåòèé àðãóìåíò ñ èìåíåì PlotStyle äàåò
âîçìîæíîñòü ¾àðàíæèðîâàòü¿ ãðàôèê, òî÷íåå, îïðåäåëÿòü ñòèëü ðèñóåìîé ëèíèè,
òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå öâåò è òîëùèíó ëèíèé.

Êàê âèäèòå, ìû îïÿòü ñòîëêíóëèñü ñ àðãóìåíòîì ôóíêöèè, èìåþùèì èìÿ (âïåð-
âûå, íàïîìíèì, ìû âñòðåòèëè òàêîé ñèíòàêñèñ íà ñ. 23, êîãäà ìåíÿëè äîïóñòèìîå
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà â FindRoot). Âîîáùå, âñå àðãóìåí-
òû âñåõ ôóíêöèé â ñèñòåìå Mathematica äåëÿòñÿ íà ïîçèöèîííûå è èìåííûå 1

(positional and named arguments). Ïåðâûå äîëæíû ïîÿâëÿòüñÿ â ñòðîãî îïðåäå-
ëåííîì ìåñòå, êàê, íàïðèìåð, ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ â NIntegrate èëè
ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå â D (âñåãäà è îáÿçàòåëüíî
âòîðûå àðãóìåíòû) è ò. ï. Ïîýòîìó èìåíà èì íè ê ÷åìó, Mathematica ðàñïîçíàåò èõ
ïî ìåñòó ðàñïîëîæåíèÿ. Èìåííûå àðãóìåíòû, åñòåñòâåííî, îïîçíàþòñÿ ïî èìåíàì,
è ïîðÿäîê, â êàêîì îíè âñòðå÷àþòñÿ, íåâàæåí, ëèøü áû îí íå âõîäèë â ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ ïîëîæåíèåì ïîçèöèîííûõ àðãóìåíòîâ. Èìåííûå àðãóìåíòû â Mathematica
íîñÿò íàçâàíèå îïöèè è èìåþò îáùèé ñèíòàêñèñ:

option -> value , èíîãäà option :> value
ãäå option � èìÿ îïöèè (àðãóìåíòà), à value � åå çíà÷åíèå. Îïöèè ÿâëÿþòñÿ
íåîáÿçàòåëüíûìè àðãóìåíòàìè, âñå îíè èìåþò íåêîòîðîå çàðàíåå îïðåäåëåííîå ïî
óìîë÷àíèþ çíà÷åíèå (default value), êîòîðîå è èñïîëüçóåòñÿ, åñëè íå èçìåíåíî
ïîëüçîâàòåëåì.

Äëÿ ôóíêöèè ñ èìåíåì func âñå åå îïöèè è èõ çíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå ïî óìîë÷à-
íèþ, ìîæíî ïîñìîòðåòü ïðè ïîìîùè Options[func]. Ïîñêîëüêó ó Plot îïöèé
î÷åíü ìíîãî (âñåãî îêîëî 60-òè), ìû ðåøèëè ñîêðàòèòü âûâîä è ïîêàçàòü òîëü-
êî íåñêîëüêî ïåðâûõ ïî àëôàâèòíîìó ïîðÿäêó. Ýòî ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ êîìàíäû

1 Ðóññêîÿçû÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ â Mathematica íå óñòîÿëàñü, ïîýòîìó àâòîðû ñàìè äàþò òåðìèíû,
ýêâèâàëåíòíûå ïðèíÿòûì àíãëèéñêèì, è ñàìè èìè ïîëüçóþòñÿ. À ÷òî äåëàòü?
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Shallow, êîòîðàÿ ðåãóëèðóåò êîëè÷åñòâî ñòðîê â êëåòêå âûâîäà (êñòàòè, ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà è äðóãàÿ êîìàíäà � Short):
In[78]:= Options@PlotD �� Shallow
Out[78]//Shallow=

8AlignmentPoint ® Center,

AspectRatio ® Power@�2�D, Axes ® True,

AxesLabel ® None, AxesOrigin ® Automatic,

AxesStyle ® 8<, Background ® None,

BaselinePosition ® Automatic,

BaseStyle ® 8�3�<, ClippingStyle ® None, �47�<

Âñå îïöèè Plot òàê èëè èíà÷å âëèÿþò íà âèä ãðàôèêà. Óêàæåì, íàïðèìåð,
íîâûé íàáîð îïöèé, îäíà èç êîòîðûõ ñîçäàåò ðàìêó (ïî óìîë÷àíèþ åå çíà÷åíèå
False), äðóãàÿ óêàçûâàåò ñòèëü ýòîé ðàìêè è ò. ï.:

In[79]:= PlotBΞ SinB
1

Ξ

F, :Ξ, -
Π

30
,
Π

30
>,

Axes ® None, FrameTicks ® False, Frame ® True,

FrameStyle ® Directive@Blue, Thick, DashedD,

PlotStyle ® 8Thick, Black<F

Out[79]=

Ñò�îèò òàêæå îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî èìåííî ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà
çàäàííûé â êëåòêå ââîäà âîïðîñ. Èíòåðåñíî, ÷òî â ïðåäûäóùèõ âåðñèÿõ Mathe-
matica, äî ïÿòîé âêëþ÷èòåëüíî, ðèñóíîê ÿâëÿëñÿ íå îñíîâíûì, êàê ìîæíî áûëî
áû îæèäàòü, à ëèøü ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòîì (side effect) ðàáîòû âñåõ ãðàôè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Ñòîëü ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå â ðàáîòå ñèñòåìû ñâÿçàíî ñ ïîÿâ-
ëåíèåì â Mathematica 6 îäíîãî èç ñàìûõ ¾ìîãó÷èõ¿ åå èíñòðóìåíòîâ íà íàñòî-
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ÿùèé ìîìåíò � ôóíêöèè Manipulate, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñîçäàâàòü
ðàçíîîáðàçíûå ãðàôè÷åñêèå èíòåðôåéñû (graphical user interface � GUI). Îãðîì-
íàÿ êîëëåêöèÿ ïîäîáíûõ èçäåëèé ïðåäñòàâëåíà íà ñàéòå Mathematica â ðàçäåëå
Demonstration Project. Ïîëþáóéòåñü íà ýòî, íå ïîæàëååòå!

Òåïåðü ðåøèì áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó � íàðèñóåì ïîâåðõíîñòü, èíà÷å ãîâî-
ðÿ, ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ
Plot3D, èìåþùåé òðè ïîçèöèîííûõ àðãóìåíòà, ñìûñë êîòîðûõ î÷åâèäåí: ñàìà
ôóíêöèÿ è çàòåì äâà ñïèñêà, êàæäûé èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ èìÿ ïåðåìåííîé
è ãðàíèöû îáëàñòè åå èçìåíåíèÿ. Âûðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïåðâûì ïîçèöèîííûì
àðãóìåíòîì â Plot3D, òî åñòü èçîáðàæàåìàÿ íà ãðàôèêå ôóíêöèÿ, îáÿçàòåëüíî
äîëæíî ïðèíèìàòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ,
çàäàííîì âòîðûì è òðåòüèì àðãóìåíòàìè � ýòî óñëîâèå îáùåå äëÿ ìíîãèõ ôóíê-
öèé Mathematica. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîÿâèòñÿ ñîîáùåíèå îá îøèáêå.

Îïöèè ñëóæàò ìîùíûì ñðåäñòâîì íàñòðîéêè ðèñóíêà ïî æåëàíèþ ïîëüçîâà-
òåëÿ. Êîíå÷íî, ó Plot3D åñòü ñâîé, âåñüìà îáøèðíûé ñïèñîê îïöèé, íî ñåé÷àñ
ìû ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäÿò ãðàôèêè äâóìåðíûõ ôóíêöèé, êîãäà âñå ýòè îïöèè
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, çàäàííûå ïî óìîë÷àíèþ:

In[80]:= Plot3DBSin@x + y + Log@x y + 1DD, 8x, 0, Π<, :y, 0,
Π

2
>F

Out[80]=
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Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè îêðàøåíû â çàâèñèìîñòè îò èõ îðè-
åíòàöèè â ïðîñòðàíñòâå. Mathematica ¾óñòàíàâëèâàåò¿ â çàðàíåå çàäàííûõ òî÷-
êàõ íåñêîëüêî èñòî÷íèêîâ ñâåòà (öâåòíûõ ¾ïðîæåêòîðîâ¿), êîòîðûå è ïðèäàþò òîò
èëè èíîé îòòåíîê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ãðàôèêà ôóíêöèè. Öâåòîâàÿ ãàììà äëÿ
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èçîáðàæàåìîé ïîâåðõíîñòè, ¾òî÷êà îáçîðà¿ (îïöèÿ ViewPoint), òî åñòü òî÷êà,
îòêóäà ìû ñìîòðèì íà ãðàôèê, ðàññòàíîâêà äåëåíèé íà îñÿõ è ìíîãîå äðóãîå äëÿ
äàííîãî ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì îïöèé, ïðèíÿòûì ïî óìîë÷àíèþ.

Âèä ñâåðõó òîé æå ïîâåðõíîñòè (ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ) ñîçäàåò ãðàôè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ DensityPlot:

In[81]:= DensityPlot@Sin@x + y + Log@x y + 1DD,

8x, 0, Π<, 8y, 0, Π � 2<, Mesh ® TrueD

Out[81]=
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Íà ãåîãðàôè÷åñêèõ êàðòàõ ãëóáèíà ìîðåé õàðàêòåðèçóåòñÿ íàñûùåííîñòüþ ñèíåãî
öâåòà. Òàê è çäåñü: ÷åì ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè íèæå, òåì â áîëåå òåìíûé öâåò îí
îêðàøåí.

Âåðíåìñÿ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ðå-
àëèçîâàíî â Mathematica ôóíêöèåé NDSolve. Â îòëè÷èå îò DSolve, â ïåðâîì
àðãóìåíòå ñëåäóåò îáÿçàòåëüíî çàäàâàòü íå òîëüêî ñàìî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå, íî è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îáúåäèíèâ èõ ôèãóðíûìè ñêîáêàìè â ñïèñîê. Ïî
ñóòè, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñ ëþáûìè ïîäõîäÿùèìè óñëîâèÿìè, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó Êîøè.
Ïîäõîäÿùèìè ñ÷èòàþòñÿ óñëîâèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñòàðò èòåðàöèé ÷èñëåí-
íîãî ìåòîäà. Â ¾çàïàñå¿ åñòü ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòà, Àäàìñà, Ãèðà è ìíîãèå-ìíîãèå
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äðóãèå. Âûáîð ìåòîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ îïöèåé Method. Âòîðûì àðãóìåíòîì, êàê
è â DSolve, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû èùåì, à òðåòèé óêàçûâàåò ïåðåìåííóþ
è äîïóñòèìûå ãðàíèöû åå èçìåíåíèÿ:

In[82]:= NDSolveB:y’’@xD + x + 1 y@xD � x,

y@0D � 1, y’@0D � 1>, y, 8x, 0, 5<F

Out[82]= 88y ® InterpolatingFunction@880., 5.<<, <>D<<

Mathematica ïîëó÷èëà îòâåò â âèäå ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè (ïî âèäó ýòî ïîõîæå íà
ñèíòàêñèñ îïöèè: ñïðàâà îò ñòðåëêè óêàçàíî íàéäåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâ-
ëåíî ïåðåìåííîé y) ñ òàê íàçûâàåìîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé
íà èíòåðâàëå [0; 5]. Ïðèñâîèì ïåðåìåííîé sol ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå è ñðàçó
æå íàðèñóåì ãðàôèê ðåøåíèÿ:

In[83]:= sol = First@y �. %D

Plot@sol@xD, 8x, 0, 5<,

PlotStyle ® 8Black, Thick<D

Out[83]= InterpolatingFunction@880., 5.<<, <>D

Out[84]=
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Òåïåðü âîçüìåì òî æå ñàìîå óðàâíåíèå íà òîì æå ñàìîì èíòåðâàëå, íî ñ òðåìÿ
äðóãèìè íàáîðàìè óñëîâèé. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñôîðìóëè-
ðîâàíà è ÷èñëåííî ðåøåíà êðàåâàÿ çàäà÷à. Íåñëîæíî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâèå ðå-
øåíèé è êðèâûõ, êîòîðûå èçîáðàæåíû íà îäíîì ãðàôèêå, � äëÿ ýòîãî îíè ñîáðàíû
â ñïèñîê, èñïîëüçóåìûé êàê ïåðâûé àðãóìåíò ôóíêöèè Plot:

In[85]:= NDSolveB:y’’@xD + x + 1 y@xD � x,

y@0D � 2, y’@0D � -1>, y, 8x, 0, 5<F;


